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Onsoz

Istanbul Kiiltiir Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi'nin 2010-2011 Giiz yariyi-
linda baslattigr Orgiin Ogretimde Uzaktan Ogretim Destegi (UDES) projesi kap-
saminda, orgiin 6gretimde kullanilan ders notlarinin internet ortamina aktaril-
mas1 amaglanmaktadir. Ozellikle temel bilimler alaninda nitelikli Tiirkce ders
notu sikintisi cekilen Tiirkiye’de, UDES projesiyle, sadece Istanbul Kiiltiir Univer-
sitesi Ogrencilerine degil, Tiirkiye’deki tiim iiniversitelerin lisans 6grencilerine
ulasilma hedefi giidiilmektedir. 2005-2006 Giiz yariyiindan bu yana Istanbul
Kiiltiir Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Matematik-Bilgisayar Boliimii’nde
vermekte oldugum Analiz IIT (MC 311) dersinin notlarindan olugan bu derleme,
temel olarak, William R. Wade’in An Introduction to Analysis [17] kitabinn ilgili
béliimleri kullanilarak olugturulmustur. Ders kitabi olarak kullanilan bu kaynaga
ek olarak, kimi yerlerde, gerekli olduklarimi diigiindiigiim baz agiklama ve ek-
lemeler yapimistir. Oklidyen uzaylarm yapisi ve bu uzaylar iizerinde taniml ¢ok-
degiskenli fonksiyonlarin limit, siireklilik ve diferansiyellenebilme 6zelliklerinin
incelendigi bu ders notlar1 diizenlenirken, tek-degiskenli analizin temel kavram-
lariin ve sonuglarimin bilindigi varsayimiyla hareket edilmigtir. Okuyucunun
ilgisini gok-degiskenli hesabin temel kavramlarina yonlendirebildigi oranda, bu
notlar amacina ulagmig olacaktur.

Dersin uygulamalarini yiiriiten ve notlar: dikkatle okuyarak kimi yanliglar:
diizelten Ugur Goniillii’ye tegekkiir ederim. Yine de gozden kagan bazi hatélar
varsa, sorumluluk tamamen bana aittir.

Istanbul, Ocak 2011 Mert Caglar
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1 Oklidyen uzaylar

Tek gergel-degiskenli fonksiyonlar, gerek teoride gerekse uygulamada kargilagilan
bir¢ok problemin formiile edilebilmesinde yetersiz kalirlar; pek ¢ok problem, bir-
den fazla degiskenin kontrol edilmesini gerektirir. Bundan dolayi, degisken sayisi
birden ¢ok olan fonksiyonlar: analiz edebilmek icin gerekli alt-yapiya ihtiyag
vardir.

Her n € N igin

R™ :={(z1,22,...,2,) | =1,2,...,ni¢in z; € R}

olsun. R™ kiimesinin x := (21,9, ..., %,) elemanlar1 nokta ya da vektdr veya
swraly n’li olarak, her z; sayisi ise x vektoriiniin j’inci koordinati ya da bileseni
olarak adlandirilir. n = 1 oldugunda elde edilen R! := R kiimesinin her ele-

manina bir skaler denir.

1.1 R” uzayinin cebirsel yapisi
Tek-degiskenli hesabin analizindekine benzer bi¢imde, ilk olarak R™ kiimesinin
cebirsel yapisini inceleyerek basglayacagiz.

Tanim 1.1.1. X = (21,...,2,) ve 'y = (Y1,-..,Yn), R" i¢inde vektorler ve
a € R bir skaler olsun.

(i) Her j =1,...,nicin z; = y; ise, yani bilesenleri esitse, x ve y vektorleri
egit olarak adlandirilir.

(if) Ttm bilegenleri sifir olan vektore sefir vektord denir ve 0 olarak gosterilir.

(i) Her j =1,...,n i¢in, R™ i¢inde, j’inci koordinat: 1 digerleri 0 olan e; vek-
torlerinden miitegekkil {eq,...,e,} ailesine R™ kiimesinin dogal tabani
denir.

(iv) x ve y vektorlerinin toplama,
x+y:=(x14+vy1,- -, Tn+ Yn)

olarak tanimlanan vektordiir.
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(v) x ve y vektorlerinin fark,
x—y:=(T1— Y1, -, Tn — Yn)

olarak tanimlanan vektordiir.

(vi) « skaleriyle x vektoriiniin ¢arpima,

ax:= (axy,...,qx,)

vektoriidiir.

(vii) x ve y vektorlerinin Oklidyen/skaler/i¢ carpim,

X y:=xyr+ -+ TuYn

olarak tamimlanan skalerdir.

(viii) x -y = 0 kogulunu saglayan sifirdan farklh x ve y vektorleri ortogonal
olarak adlandirilir.

x = (21,...,%,) € R™ olsun. Tamimdan dolay1, x = Z?Zl x;e; gergeklenir;
diger taraftan, i # j oldugunda e; - e; = 0 olur. Dolayisiyla, R™ i¢indeki her
vektor, ortogonal elemanlardan olugsan dogal taban vasitasiyla tek tiirlii ifade

edilebilir.

Uzerine, Tanim 1.1.1°in (i)-(vi) 6zellikleriyle verilen toplama ve skalerle garpma
islemi, ve Tanim 1.1.1 (vii) ile verilen Oklidyen ¢arpim konulan bir R™ kiimesi bir
Oklidyen uzay olarak adlandirilir. n sabitlendiginde, R” kiimesine n-boyutlu
Oklidyen uzay denir.

Teorem 1.1.2. x,y,z € R" ve o, 3 € R olsun. Bu durumda; a0 = 0, 0x = 0,
Ix = x, a(fx) = Blax) = (af)x, a(x-y) = (ax) -y =x - (ay), a(x+y) =
ax+ay,0+x=%x,x—x=0,0-x=0,x+(y+z) = (x+y)+z, x+y = y+x,
xy=y-x,vex-(y+z)=x-y+x-z egitlikleri gerceklenir.

Kamit. Tanimlarin ve gercel sayilarin karsilik gelen 6zelliklerinin dogrudan sonug-
laridir. O

Tamim 1.1.3. X := (Z1,...,Z,),y € R" olsun.
(i) x vektoriiniin sup-normu,
[%lloc := max{l|z1],. .., |zn]}

skaleridir.
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(ii) x vektoriiniin (Oklidyen) normu,
Ix[| == v/(x - x)
skaleridir.
(iif) x ve y vektorleri arasindaki (Oklidyen) uzaklik, ||x — y|| skaleridir.
Teorem 1.1.4 (Cauchy-Schwarz Esitsizligi). Her x,y € R" i¢in
-yl < [x[Hyl
esitsizligi gerceklenir.

Kanit. y = 0 igin istenen esitsizligin dogru oldugu agiktir. y # 0 olsun. Tanim
geregince, her t skaleri i¢in

0< [l —tyl* = (x —ty) - (x — ty) = [IxI|* = 2t(x - y) + 2]y [*  (1.1.0)
dogru olur; bu ise, (1.1.1) esitsizliginde ¢ := (x - y)/||y||* konularak,

(x-y)?
Iy |2

0 < [Ix|* —t(x-y) = [Ix]* -

)

yani 0 < [x]|2 — (x - y)?/|ly||? sonucuna ulagtirir. Bu son esitsizlik diizenlenip
pozitif karekok alinarak da, istenen elde edilir. O

Teorem 1.1.5. X := (21,...,%,),y € R" olsun. Bu durumda,
(i) esitlik durumu sadece x = 0 igin saglanmak tzere, ||x|| > 0;
(ii) her a skaleri igin ||ax|| = |af ||x]|;
(i) [ =Myl < [x+yl < lxl[ + [yl (dgcgen esitsizlikleri);
(iv) lIx]l < 3252y sl ve
(v) herj=1,...,n icin |z;| < |x|| < Vn x|l

ozellikleri gerceklenir.
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Kanat. (1), (i) ve (v) dogrudan gozlemlenebilir; (iii) igin Teorem 1.1.2 ve Cauchy-
Schwarz egitsizligi; (v) iginse, A := {(4,5) | 1 <4, < n ve i < j} olmak {izere,

n 2 n
(zm) S 2 Yl
j=1 j=1

(i,5)€A
0zdegligini gozlemlemek yeterlidir. O

Genel olarak, vektorler ve noktalar arasinda bir ayirim yapilmayacaktir; ancak
her durumda, o durum i¢in en uygun olan yap: kullanilacaktir. Ornegin, R™ uzay1
orijinden ¢ikan vektorler ailesi olarak gz Oniine alindiginda, sifirdan farklh bir a
vektoriiniin yine sifirdan farkli bir b vektoriine paralel olmasi, a = tb esitligini
gercekleyen bir ¢ skalerinin var olmasi olarak tanimlanacaktir. Diger taraftan,
ornegin R™ uzay1 noktalarin bir ailesi olarak g6z 6niine alindiginda, a noktasi ile
b noktasini birlegtiren dogru parcast

L(a;b) :={x e R" | x:=¢(t) := (1 —t)a+tb, t €[0,1]}

kiimesi olarak tanimlanacaktir.

Noktalarin ve vektorlerin bu sekilde esdeger goriilmeleri, geometrik kavram-
larin analitik problemlerde kolaylik yaratacak sekilde kullanilmalarini saglar. Tki-
boyutlu Oklidyen uzaydan bir 6rnek vermek gerekirse, R? icindeki a := (a1, a2)
ve b := (by, by) noktalar vasitasiyla tamimlanan

P = {(z,y) = u(ar,az) + v(b1,b2) | u,v € [0,1]}

kiimesi, a ve b tarafindan belirlenen paralelkenardir.
Iki-boyutlu Oklidyen uzay i¢inde gz 6niine alinan sifirdan farkli her a ve b
vektorii igin tek tiirldi belirli bir 6 € [0, 7] gergel saysi, {iggenler igin Kosiniis

Teoremi nedeniyle,
a-b
cosf = ——— (1.1.2)
lall bl

gerceklenecek bigimde vardir. (1.1.2) egitliginden ilham alinarak, her n € N igin,
sifirdan farkh a, b € R™ vektorleri arasindaki age, (1.1.2) egitligiyle tanimlanan
tek tiirlii belirli § € [0, 7] gergel sayis1 olarak tanimlanacaktir.

R™ uzay1 iginde bir ag¢ik top, bir a € R™ ve bir r > 0 igin,

B.(a):={xeR"|||x—al <r}

yapisinda bir kiimedir; a noktasi B,.(a) agik topunun merkezi, r skaleri ise aym
agik topun yaricap: olarak adlandirihir. B;(0) topuna bir birim top denir.
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Merkez noktasinin her bilegeni ve yarigap: rasyonel sayilardan olusan bir acik
top, rasyonel olarak adlandirilacaktir.
R™ icindeki, bir a vektorii ve sifirdan farkl bir b vektori igin

IIp(a) :={xe€R" | (x—a) -b=0}

olarak tanimlanan kiimeye, R™ iginde bir hiper-diizlem denir; b vektori IIy, (a)
hiper-diizleminin normal vektdri olarak adlandirilir. x € IT kogulunu saglayan
bir IT hiper-diizlemi i¢in, “x € R"™ noktasindan gecer,” denir. F : R" — R
olmak tizere, bir IT hiper-diizleminin x € R™ noktasindan ge¢mesi i¢in F'(x) = 0
olmasinin gerekli ve yeterli oldugu F'(x) = 0 formundaki bir ifadeye, IT hiper-
diizleminin bir denklemi denir. Dolayisiyla bir II(a) hiper-diizleminin denk-
lemi, b := (by,...,b,) ve d :=byay + baas + - - - + bya, olmak {izere,

bix1 +byxo + -+ by, =d
olarak verilir.

Tanim 1.1.6. Her x,y € R" ve her « skaleri i¢gin F(x +y) = F(x) + F(y) ve
F(ax) = oF(x) kogullarini gergekleyen bir F : R® — R™ fonksiyonu lineer
olarak adlandirilir.

Ornek 1.1.7. Tek-degiskenli bir F : R — R fonksiyonun lineer olmasi, ancak
ve yalmiz bir m skalerinin her z € R igin F(x) = ma gerceklenecek bicimde var
olmasiyla miimkiindiir.

Cok-degiskenli fonksiyonlar séz konusu oldugunda Ornek 1.1.7’dekine benzer
bir gosterilis elde etmek i¢in, Lineer Cebir’in standart araglari kullanilacaktir:
(m xn)-boyutlu ve girdileri b;; skalerlerinden ya da gercel-degerli fonksiyonlarin-
dan olusan bir B matrisi

bll b12 e bln
bgl b22 tee bln
B = [bij]an = .
bml bm2 o bmn
olarak; bir x := (21,2, ...,2Z,) € R™ noktasi ise,

[X]:[ml Tog - xn]
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bigiminde (1 X n)-boyutlu satir matrislerle ya da

Tn

bigiminde (n x 1)-boyutlu siitun matrislerle gosterilecektir. Notasyon zorlanarak,
(mxmn)-boyutlu bir B matrisiyle (n x 1)-boyutlu bir [x] slitun matrisinin ¢arpimi
Bx olarak yazilacaktir. Ttim girdileri sifir skalerlerinden olugan (m x n)-boyutlu
bir matris bir sifir matrisi olarak adlandirilacak ve O, x,, semboliiyle gosteri-

lecektir. R™ uzayimn dogal tabani {ey, ..., e, } olmak iizere, her j = 1,...,n igin,
J’inci satir1 (ya da siitunu) e; vektorii olan (n x n)-boyutlu kare matris n-boyutlu
bir birim matris olarak isimlendirilecek ve I,, ile gosterilecektir. B := [bi;]mxn
ve C := [byk]pxq olmak lizere, B matrisinin bir « skaleriyle ¢carpimi

aB = [O[bij]an

olarak; m = p ve n = g oldugunda B ve C matrislerinin toplama
B + C:= [b” + Cij]mxn
olarak; ve n = p oldugunda B ve C matrislerinin ¢arpima

BC = [ZL bi,,cuj]

mxq

olarak tamimlanan matrislerdir. Matris cebiriyle ilgili temel ozellikler i¢in, [2] ya
da [5] kaynaklarina bakilabilir.

Ornek 1.1.8. x — [x] fonksiyonu vektor toplamini matris toplamina, ig garpimi
matris ¢carpimina, ve skaler carpimi skaler ¢arpima tagir: yani, her x,y € R” ve
her « skaleri igin

x+yl=[+[yl, x-yl=Ky" ve [ax]=alx
gerceklenir.
Asgagidaki iki netice, Lineer Cebir’in temel sonu¢laridandir.

Teorem 1.1.9. B = [bij|lmxn, girdileri gercel sayilar olan bir matris ve R™
uwzayrman dogal tabani {eq, ... ,e,} olsun. Ejer her x € R™ igin

F(x) := Bx (1.1.3)
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ise, F fonksiyonu R™ uzayindan R™ wuzayina bir lineer fonksiyondur, ve her
j=12,...,n i¢in
(b1, b5, -, bmj) = F(e;) (1.1.4)

gerceklenir. Tersine, eger F : R™ — R™ fonksiyonu lineer ise ve B = [bij]lmxn
matrisinin girdileri (1.1.4) esitligini ger¢ekliyorsa, bu durumda F ve B, (1.1.3)
esitligini saglar. Ozel olarak, her F : R™ — R™ lineer fonksiyonu igin, (1.1.3)
esitligini saglayan tek bir (m x n)-boyutlu B matrisi vardr.

Kamt. Her x € R™ igin (1.1.3) saglansin. Bu durumda, Ornek 1.1.8 ve matris
carpiminin dagilma o6zelliginden dolayi,

F(x+y)=Bx+y| = B([x| +[y]) = Bx] + Bly] = F(x) + F(y)

esitlikleri her x,y € R” i¢in saglanir. Benzer bicimde, her x € R™ ve her o € R
igin,

F(ax) = Blax] = B(a[x]) = aB[x] = oF (x)
olur. Dolayisiyla, F : R® — R™ fonksiyonu lineerdir. Diger taraftan, matris
carpiminin tanmimindan dolayy, her j = 1,2,...,n igin (1.1.4) gergeklenir.

Tersine, F : R®™ — R™ fonksiyonu lineer olsun, ve B matrisi, girdileri her
J=1,2,...,nigin (1.1.4) esitligiyle verilen matris olarak tanimlansin. Bdylece,

n n n
F(X) = F (Z CL’jGj) = ijF(ej) = Zl’j(blj, ij, e »bmj)
Jj=1 j=1 j=1
= (Z ijlja ijbgj, ceey Zl‘jbmj> = Bx
j=1 j=1 j=1

olarak elde edilir. O

Acgiklama 1.1.10. Teorem 1.1.9 ile verilen (1.1.3) esitligini saglayan ve tek tiirli
belirli olan B matrisine, F lineer fonksiyonunu temsil eden matris denir. Diger
taraftan yine Teorem 1.1.9’dan dolayi, R™ i¢indeki bir hiper-diizlemin denklemi,
bir lineer F' : R™ — R fonksiyonu igin, F(x) = d formundadir.

Sonug 1.1.11. Eger F : R™ — R™ ve G : R™ — RP fonksiyonlar: lineer ise,
GoF : R" — RP fonksiyonu da lineerdir. Bu durumda G o F fonksiyonunu, F
fonksiyonunu temsil eden (m x n)-boyutlu matris B ve G fonksiyonunu temsil
eden (p x m)-boyutly matris C' olmak tizere, CB matrisi temsil eder.
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Kanit. GoF fonksiyonunun lineer oldugu agikardir. {e1,...,e,}, {us,...,uy},
ve {w1,...,wp}, swrasiyla, R”, R™, ve RP uzaylarmim dogal tabanlar1 olsun.
Eger B := [bij]mxn ve C = [cuk]|pxm matrisleri, sirasiyla, F ve G lineer fonksi-
yonlarini temsil ediyorsa, Teorem 1.1.9’dan, her j =1,2,...,n icin

Z bkjuk = (blj, bgj, ceey bmj) = F(ej),
k=1

ve her k =1,2,...,m igin
p
E CukWy = (Cik, Coks - - -, Cpi) = G(ug)
v=1

saglanir. Dolayisiyla, her j € {1,...,n} igin,

(GoF)(e;j) = G(F(e;)) =G (i bkj“k) = f: bi; G (u)
k=1 k=1

m y4 m m m
= E E brjcowy, = E bijcir, E brjcok, .-, E bijcpk
k=1v=1 k=1 k=1 k=1

olur; bu ise, son esitlikteki vektériin C'B matrisinin j’inci siitunu olmasindan
dolay1i, C'B matrisin G o F fonksiyonunu temsil eden matris olmasi1 anlamina
gelir. O

Matris ¢arpimi i¢ carpimin bir genellestirilmesi olarak goriilebileceginden, agagi-
daki sonug Cauchy-Schwarz esitsizliginin bir benzeridir.

Teorem 1.1.12. Ejer B := [bi;|mxn, girdileri gercel sayilar olan bir matris ve
1Blloo = max{Jby;] | 1< i <m, 1<) <n)

ise, her x € R" i¢in
1Bx|| < V(mn) || Bl ||x|

esitsizligi gerceklenir.
Kamit. Teorem 1.1.5 (v) ve Cauchy-Schwarz Esitsizligi'nin sonucudur. U

Tanim 1.1.13. R? icindeki iki x := (21,72, 23) ve y := (y1,y2,y3) vektdriiniin
vektorel ¢carpima,

X Xy = (T2y3 — T3Y2, T3Y1 — L1Y3, T1Y2 — T2Y1)

olarak tanimlanan vektordiir.
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R3 uzaymm dogal tabam olarak i := ey, j := es, ve k := e3 yazip determinant
operatoriinii kullanarak,
X

xxy=det (x1 x2 z3
Ile Y2 st

oldugunu goézlemlemek oldukca kolaydir.
I¢ carpim icin oldugu gibi, vektorel carpim icin de cebir kurallar1 gecgerlidir.

Teorem 1.1.14. X,y,z € R? vektirler ve a bir skaler olsun. Bu durumda,
(i) xxx=0vexXy=—-y XX;
(i) (ax) xy =a(xxy)=xx (ay);

(iif) x x (y +2) = (x xy) + (x x 2);

{M T2 l’3-|

(iv) (xxy)-z=x-(yxz)=det {y1 Y2 ys|;
[21 ) 23J

(V) xx (y xz) = (x-2)y — (x-y)z; ve
(vi) xxyl?=(xx)(y y) - (xy)*
ozellikleri gerceklenir.
Kanat. Tim 6zellikler; tanimlarim dogrudan sonuglaridir. U
Sonug 1.1.15. X ve y, aralarndaki aci 0 olan, R icinde iki vektor ise,
= >xyl =[xl [lyll sin®
esitligi saglanar.

Kanat. Teorem 1.1.13 (vi) ve (1.1.2) esitliginin sonucudur. O

Problemler

1. (a) z =z diizleminde olan ve (1, —1,0) vektoriine dik olan sifirdan farkl tiim vektor-
leri bulunuz.
(b) Bilegenlerinin toplami doért olan ve (3,2, —5) vektoriine dik olan sifirdan farkl
tiim vektorleri bulunuz.
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(¢) (1,0,1) noktasim igeren ve normali (—1,2,1) olan diizlemin denklemini bulunuz.

(d) (—1,1,1) noktasindan gegen ve 3z + 2y — 5z = 0 diizlemine dik olan diizlemin
denklemini bulunuz.

. R3 iginde, dogrusal olmayan ve bir II diizlemi tarafindan igerilen ii¢ nokta a = (a1, a2, as),

b = (b1, b2, b3) ve ¢ = (c1, c2, c3) olsun. II diizleminin denkleminin

rT—ay Y-—as z—as
det |by —a1 by —a2 bz —a3z| =0
cL—ai c2—as c3—as

oldugunu gosteriniz.

. X,y € R" ve x # 0 olsun. ||x+y| = ||x]| + ||y|| olmas: i¢in, bir a > 0 skalerinin y = ax

gergeklenecek bigimde bulunmasimin gerekli ve yeterli oldugunu kanitlayiniz.

. Cla,b] :=={f : [a,b] — R f siirekli} ve || f|locc := sup,¢[q,p] |f(%)| olsun.

(a) Her f € Cla,b] i¢in || f||cc bliytikliigiiniin, sonlu ve negatif-olmayan bir gercel say1
oldugunu kanitlayiniz.

(®) |Ifllcc = 0 olmas: i¢in, her = € [a,b] icin f(z) = 0 olmasimn gerekli ve yeterli
oldugunu gosteriniz.

(¢c) Her f € Cla,b] ve a € R icin, |laf|lec = || ||fllcc esitliginin saglandigimi gds-
teriniz.

(d) Her f,g € Cla,b] icin, [[f + glloc < [[flloc + [lglloc ve [[f = glloc Z [ Flloo — llglloo
esitsizliklerinin gerceklendigini ispatlayiniz.

(a) a,b € R3 sifirdan farkh vektorler ise,
P:={(z,y,2) =ua+vbeR® [u,v e [0,1]}

paralelkenarinin alaninin ||a x b|| oldugunu ispatlayiniz.
(b) a,b,c € R3 sifirdan farkli vektorler ise,

P:={(x,y,2) =ta+ub+vc € R® | t,u,v € [0,1]}

dortyiizliisiintin hacminin |[(a X b) - ¢| oldugunu kanitlayimiz.

. Bir € R igin

cosf —sinf
Bi= |:sin9 cos 6 ]
olsun.
(a) Her (x,y) € R? igin, ||B(x, y)| = ||(z, )| oldugunu ispatlayiniz.

(b) (z,y) € R2 sifirdan farkli bir vektor ve B(z,y) ve (x,y) vektdrleri arasindaki agi ¢
ise, cos ¢ = cos 6 oldugunu kamitlayiniz. Bunu kullanarak, B matrisinin R? uzayim
0 agis1 kadar dondiiren lineer fonksiyonu temsil eden matris oldugunu gosteriniz.

. R3 iginde, bir xo = (0, Yo, 20) noktasindan bir II diizlemine olan uzaklk, II iizerindeki

bir (z1,y1,21) noktas: igin v := (2o — z1,¥0 — Y1, 20 — #1) ve v vektori IT diizleminin
normaline paralel olmak iizere,

0, xo € II ise;

dist(xg, II) :=
ist(axo, ) {an, xo ¢ IT ise;
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olarak tamimlanir. xg noktasindan ax + by + cz = d denklemiyle belirlenen II diizlemine
olan uzakligin
lazo + byo + czo — d|
V(a2 + b2 + ¢2)
oldugunu gostererek, yukarida yapilan uzaklik taniminin v vektoériinden bagimsiz oldugunu
ispatlayiniz.
8. T :R™ — R™ bir lineer fonksiyon,

|T] :=1inf{C > 0| her x € R" i¢in | T(x)|| < C||x||} ve M := Hst 1T (x)]|
x||=1

dist (xo, IT) =

) Her x € R” icin ||T(x)|| < ||T|| ||x|| oldugunu gosteriniz.
) M < ||T|| oldugunu kamtlayimz.
¢) Her x # 0 icin M > W oldugunu ispatlayimniz.
) M = ||T]| esitligini kanitlayimz.
) Yukarida gosterilenlerden faydalanarak,
17
Il

ITN = sup
x#0

oldugunu ispatlayimiz.

9. X bir Oklidyen uzay; B, bu uzayin dogal tabani; ve B kiimesinin kendisine esit olmayan
bogtan-farkli bir alt-kiimesi S olsun. T': X — X fonksiyonu, her x € X igin

Tx := Z (x-v)v

veEB\ S
olarak tamimlansin. Ker T' = span (S) oldugunu gosteriniz.

10. X bir Oklidyen uzay ve f : X — R bir lineer fonksiyon olsun. Tek tiirlii belirli bir
a € X vektoriiniin, her x € X i¢in f(x) = a - x gerceklenecek bigimde var oldugunu
ispatlayiniz.

1.2 R” icinde acik ve kapali kiimeler

Oklidyen uzaylarin topolojilerinin incelenecegi bu ve bunu izleyen iki kisimda,
bundan sonraki tiim kavramlar i¢in temel tegkil edecek yapilar tanimlanacaktir.
Klasik analiz ve geometriden dogmug olan Topoloji, a¢ik kiime kavrami iizerine
kurulur ve aksiyomatik olarak tanimlanir. Gergel sayilar kiimesi igindeki bir (a, b)
acik araligina ait her x noktasinin bu araligin iginde kalan noktalar tarafindan
tamamen ‘Ortiilebilmesi’, agagidaki tanima yol agar.

Tamm 1.2.1. V' C R" olsun. Her x € V igin bir € > 0 sayws1 B:(x) agik topu
V' kiimesinin i¢inde kalacak bi¢imde bulunabiliyorsa, V' kiimesi R™ i¢inde ag¢ik
olarak adlandirilir.
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Ornek 1.2.2. R” icindeki her acik top aciktir: Gercekten, eger B,.(a) CR" bir
agik top ve x € B,(a) ise, € := r — ||x — a|| > 0 yaricapli ve x noktasi merkezli
B.(x) acik topuna ait her y noktas: igin

ly —all <lly =x[[ +lx —all <e+|x—all =7
gergekleneceginden, B.(x) C B,(a) olur.

Gergel sayilar kiimesinin yogunlugu gbz oniine alinarak yapilan agik kiime
tanimina dikkat edilirse, R kiimesinin i¢indeki kapali bir araligin tiimleyeninin
de, tipki bir acik aralik gibi, kendisine ait her noktay1 yine kendisinin i¢inde kalan
noktalarla ‘ortebildigi’ goriiliir. Bu temel gozlem, asagidaki tanimi anlamh kilar.

Tanim 1.2.3. £ C R” olsun. Eger £¢ := R™ \ E kiimesi aciksa, E kiimesi R"
icinde kapal: olarak adlandirilir.

Ornek 1.2.4. Her a € R" ve r > 0 i¢in, {x € R" | |x — a|| < 7} kiimesi
kapalidir.

Ornek 1.2.5. R” icindeki her sonlu kiime kapahdir. Bunu gérmek icin, R”
icinde sonlu bir E := {x1,X2,...,X,} kiilmesi ve bir x € E° noktasi géz éniine
alindiginda,

e:=min{||x —x¢|| | k=1,2,...,p}

olmak {izere, x; ¢ Bc(x) Ozelliginin her k¥ = 1,2,...,p i¢in dogru oldugunu
gozlemlemek yeterlidir.

Ornek 1.2.6. Ack ve kapal kiime taniminin dogal bir sonucu olarak, bos kiime
ve tiim uzay olan R", hem agik hem kapalidir.

Acik kiimelerden ve kapali kiimelerden miitegekkil aileler, birlesim ve kesigim
islemleri altinda benzer davraniglar: sergilemezler.

Teorem 1.2.7. X bir Oklidyen uzay olsun.

(i) X idginde agik olan kiimelerden olusan bir {V, | a € I} ailesi igin, |, c; Va
kiimesi agiktir.

(il) X iginde agik olan kimelerden olusan sonlu bir {Vi | k =1,2,...,n} ailesi
i¢in, (p—, Vi kiimesi agiktor.

(iil) X iginde kapalr olan kimelerden olusan bir {V, | a € I} ailesi igin,
Nacr Va kiimesi kapaldar.
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(iv) X iginde kapali olan kiimelerden olusan sonlu bir {V; | k = 1,2,...,n}
ailesi i¢in, UZ:1 Vi kiimesi kapalidar.

(v) Ejger V kitmesi X icinde agik ve E kiimesi X i¢inde kapalhysa, V N F
kiimesi agik, E 'V kiimesi kapalidar.

Kanit. (i) x € U,e; Va olsun. Bu durumda bir o € I igin x € V,, olur. Hipotez-
den dolay1 V,, agiktir; yani bir £ > 0 sayisi, B.(x) C V,, ger¢eklenecek bicimde
bulunur. Bu ise B.(x) € Vo € Uueq Vas yani U,e; Vo kiimesinin agik olmasi
demektir.

(ii) x € Ny—, V& olsun. Bu durumda her k = 1,2,...,n i¢cin x € V} olur.
Her V}, agik oldugundan dolay: bir e, > 0 sayisi, B, (x) C Vj gerceklenecek
bigimde bulunur. O hélde, € := min;¢i<p ex denirse, B.(x) C Vj icermesi her
k=1,2,...,ni¢in dogru olur. Buise B.(x) C (),_; Vi, yani [,_, Vi kiimesinin
acik olmasi demektir.

(i), (iv) ve (v) igin, (i) ve (ii) 6zelliklerini ve De Morgan kurallar1 kullanmak
yeterlidir. O

Aciklama 1.2.8. Teorem 1.2.7'deki (ii) ve (iv) numarali 6zellikler, herhangi
birlegim ve kesigsimler i¢in dogru degildir. X := R uzayinda

11
N ()=
keN
kesigimi kapali,
1 k }
U |:77 71 = (07 1)
=t E+1 k+1
birlesimi agiktir.

Oklidyen bir uzaym bir alt-kiimesini ‘értebilmek’ icin kac¢ tane acik kiimeye
ihtiya¢ duyulacagi, bu tip uzaylarin yapilariyla ilgili temel bilgilerdendir. Lin-
deldf Teoremi olarak adlandirilan bu 6nemli netice, iki yardimci sonug vasitasiyla
kanitlanacaktir.

Lemma 1.2.9. R" i¢indeki her B,.(x) agik topu igin bir rasyonel By(a) agik
topu, x € By(a) ve By(a) C B,(x) olacak bigimde vardur.

Kamt. x = (21,29,...,2,) olmak tizere, B,.(x) C R™ agik topu verilsin. Her
7 =1,2,...,nicin, rasyonel sayilar kiimesinin gercel sayilar iginde yogun oldugu
kullanilarak bir a; € Q sayist,

.
2 —a;l < o
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olacak bigimde segilsin, ve a := (a1,as,...,a,) olsun. Bdylece, Teorem 1.1.5
(iv)’den,
n
r r
[x —al| <jz_:1|xj*aj| S =1

elde edilir. ¢ € Q sayis1 /4 < ¢ < r/2 olacak bigimde segilsin; bu, r/4 < ¢
olmasi nedeniyle, x € B,(a) olmasi demektir. Diger taraftan, eger y € B,(a)

ise,
b=yl <lly—al+la—x|<qg+g<5+q<
x—y|[<|ly—a a—x —<-+-<r
y Yy q 15971
olur; bu ise B,(a) C B, (x) igermesini gerektirir. O

Lemma 1.2.10. R” i¢indeki rasyonel a¢ik toplarn B ailesi sayilabilirdir.
Kamit. Sayilabilir kiimelerin sayilabilir birlegimleri sayilabilir oldugundan,
B= U U {By(a) |a=(a1,...,an), ¢ € Q, ¢ >0}
a1€Q a, €Q
ailesi sayilabilirdir. U
Teorem 1.2.11 (Lindeldf Teoremi). R™ uzayinin bir alt-kimesi E olsun. Eger

agik kiimelerden olusan bir {V, | a € I} ailesi igin E C U, ., Va ise, I
kimesinin

acl

Ec | Va
acly
gerceklenecek bicimde sayilabilir bir Iy alt-kiimesi vardar.

Kanit. x € E olsun. Hipotezden dolayi, bir a € I igin x € V,, olur. Lemma
1.2.10’dan dolay1 sayilabilir oldugu bilinen R i¢indeki rasyonel agik toplarin B
ailesinin i¢inden bir By topu, o héilde, Lemma 1.2.9 nedeniyle

X € By CV, (1.2.1)
gerceklenecek bigimde segilebilir. B ailesinin sayilabilirliginden,
{U1,Us,...} :={Bx |x€ E} (1.2.2)

alt-ailesinin de sayilabilir oldugu sonucuna ulagilir. (1.2.1)’den, her k£ € N igin,
U, C V,, gerceklenecek bicimde en az bir ay, € I bulundugu goriiliir; bu ise,

(1.2.2) sebebiyle,
EQ UBx:Ung Uvak
x€E kEN keN
olmasi demektir. Iy := {ay, | k € N} alinarak ispat tamamlanir. O
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Tanim 1.2.12. £ C R"” olsun.
(i) FE kiimesinin i¢i
E° = U{V | V C E ve V kiimesi R” iginde agik}
kiimesidir.
(ii) E kiimesinin kapanag
E:= ﬂ{B | B2 E ve B kiimesi R" iginde kapali}
kiimesidir.
(ili) FE kiimesinin swner:
OF := {x € R" | her r > 0 igin, B,(x) N E # @ ve B.(x) N E° # &}
kiimesidir.

Aciklama 1.2.13. Teorem 1.2.7 (i) & (iii)’den dolay1 bir kiimenin i¢i acik,
kapanigi kapalidir.

Teorem 1.2.14. E CR" olsun. Bu durumda,
(i) E°CECE;

(ii
(iii
(iv) OE = E N E°

)
) ejer V agik ve VC E ise, V C E°;
) eger F kapalr ve F D E ise, F D E;
)
olur.

Kant. (1), (ii) ve (iii), i¢ ve kapamg tamimlarimin dogrudan sonuglaridir. (iv)’deki
esitligi gérmek iginse, agagidaki iki denkligi gbzlemlemek yeterlidir:

(f) x € E olmasi, ancak ve yalniz her r > 0 igin B,(x) N E # @ olmasiyla
miimkiindiir;

(1) x ¢ E° olmasi igin, r > 0 oldugunda B,.(x) N E° # & olmas: gerekli ve
yeterlidir.
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(1) denkligini géstererek, benzer olan (1) denkligini géstermeyi okuyucuya biraka-
cagiz. x € E olsun ve bir rg > 0 igin B,,(x) N E = @ gergeklensin. Bu du-
rumda (B, (x))¢, E kiimesini igeren kapal bir kiime olur ve (iii)’den dolay1
E C (B, (x))¢ gergeklenir. Bu ise E N B, (x) = &, yani x ¢ E celigkisine
ulagtirir.

Tersine, x ¢ E olsun. Bu durumda (E)¢ agik oldugundan bir 79 > 0 says,
B,,(x) C (E)¢ gerceklenecek bigimde bulunur. Bu ise, (i)’deki ikinci igermeden
dolay1, @ = B, (x) N E 2 B,,(x) N E, yani bir ry > 0 i¢in B, (x) N E = @
olmasi demektir. O

Aciklama 1.2.15. Teorem 1.2.7 (v) ve Teorem 1.2.14 (iv)’den dolay, bir kii-
menin simir1 kapahdir.

Teorem 1.2.14 (ii), E kiimesinin igerdigi tiim agik kiimeler icerme bagintisiyla
siralanarak ‘en biiylik’ kavrami anlamlandirilirsa, E° kiimesinin—F kiimesinin
igerdigi her acik kiimeyi icermesi anlaminda—, E' kiimesinin igerdigi en biiyiik
acik kiime oldugunu gosterir. Benzer bigimde, Teorem 1.2.14 (iii) kullanilarak F
kiimesinin— F kiimesini igeren her kapali kiime tarafindan igerilmesi anlaminda—,
F kiimesini igeren en kiic¢iik kapali kiime oldugu sonucuna ulagilir.

Yukaridaki gozlemler, basit fakat oldukca 6nemli olan, i¢ ve kapams islem-
lerinin igerme bagintis1 altinda korundugu gercegini de kanitlar: eger £ C F ise,
acik olan E° kiimesi F' kiimesinin i¢inde kalacagindan, E° C F° gerceklenir;
kapali olan F kiimesi F kiimesini icerdiginden de, E C F olur.

Problemler

1. Her gergel a < b say1 cifti icin, (a,b), (a,00) ve (—o0,b) kiimelerinin acik; [a, b], [a, o)
ve (—o0,b] kiimelerinin kapali; ve [a,b) ve (a,b] kiimelerinin ise ne agik ne de kapali
olduklarini gosteriniz.

2. Asagidaki E kiimelerinin hangilerinin agik, kapali, ya da ne agik ne de kapali olduklarini
belirleyiniz. Bunlara ek olarak, her durum i¢in E kiimesini ¢iziniz, ve E°, E ve OE
kiimelerini belirleyiniz.

(a) B:={(z,y) € R?|a? + 442 <1},

(b) E:={(z,y) € R? |22 —2x+y2 =0} U {(x,0) € R? | z € [2,3]}.
(c) E:={(z,y) €R* |y 2 a® ve 0 <y < 1}.

(d) E={(z,y) eR? |22 —y? <1lve —1<y<1}.

3. s <r gercel sayilar, V:={x € R" | s < ||x]| < r}, ve E:={x € R" | s < ||x|| < r} ise,
V kiimesinin agik, E kiimesinin kapali oldugunu gosteriniz.

4. FE kiumesi R" i¢inde kapali ve a ¢ E ise,

inf ||lx—al >0
xXeEE

oldugunu gosteriniz.
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5. (a) R™ uzaymn agik ve bog-olmayan alt-kiimelerinden miitegekkil bir {V, | o € I}
ailesi I i¢indeki her a # 3 elemani i¢in Vi, N V3 = & olmasi kosulunu sagliyorsa,
I kiimesinin sayilabilir oldugunu ispatlayimiz.
(b) {Va | o € I} ailesinin elemanlarimin agik olmalar1 kogulu kaldirildiginda, (a)
kismindaki sonucun yine gegerli olup olmayacagini aragtiriniz.

V:UBj

jEN

6. V kiimesi R™ iginde agiksa,

gergeklenecek bigimde Bj, Ba, ... acgik toplarinin var olduklarini kanitlayiniz.
7. A, B CR" ise,
(a) (AUB)® 2 A°UB° ve (AN B)° = A°N B°;
(b) AUB=AUBve ANBC AN B;
(¢) 0(AUB) COAUIOB ve 9(ANB) C(ANOB)U(BNOA)U(OANOB)

oldugunu gosteriniz.

8. Teorem 1.2.14 (iv)’in kamtindaki (f) denkligini ispatlayimiz.

9. E C R” kapali bir kiime olsun.
(a) OF C E oldugunu kanitlayiniz.
(b) OF = E olmas i¢in, E° = @ olmasimin gerekli ve yeterli oldugunu ispatlayiniz.
(¢) E kiimesi kapal degilse, (b) kismindaki 6nermenin genel olarak dogru olmadigin

gosteriniz.
10. f:R — R bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun R iizerinde siirekli olmasinin, her I acik
araligi igin f~1(I) kiimesinin R iginde agik olmasina denk oldugunu gosteriniz.

Yol gésterme: f fonksiyonunun bir £ noktasinda siirekli oldugunu gosterirken, € > 0
olmak iizere, I := (f(§) — e, f(§) + €) agik araligim géz niine aliniz.

1.3 R” icinde diziler ve kompakt kiimeler

Bu kisimda, Oklidyen bir uzayin i¢indeki bir vektorler dizisinin smirh veya yakin-
sak olmasinin ne anlama geldigi incelenecektir. Bu incelemeyi miimkiin kilacak
olan temel motivasyon, tek-degiskenli teorinin klasik sonuglaridir.

R™ i¢ginde bir dizi, bir x : N — R"™ fonksiyonudur; fonksiyonel gosterilim ye-
rine alt-indis notasyonu kullanilip terimler numaralandirilarak, x dizisi (xg)ren
olarak gosterilir. Bir x : N — R"™ dizisi ve kesin artan bir k£ : N — N fonksiyonu
igin, x o k : N — R" fonksiyonuna x dizisinin bir alt-dizisi denir ve, yine
alt-indis notasyonu kullanilarak, (xx;);en ile gosterilir.

Tamim 1.3.1. R™ uzay: igindeki noktalarim bir dizisi (xx)ren ve x € R™ olsun.

(i) Bir M > 0 sayist her k € N igin ||x;|| < M olacak bigimde bulunabiliyorsa,
(X )ren dizisi semarle olarak adlandirihir.
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(if) Her e > 0 igin bir N € N sayist, her k > N igin ||x, —x|| < e ger¢eklenecek
bi¢imde bulunabiliyorsa, “(xj ) ken dizisi x noktasina yakinsar,” denir ve x
noktasi (X )gen dizisinin limiti olarak adlandirilir; bu durumda, (kK — oo
i¢in) x; — x ya da limg_, o X = x gosterilimleri kullanihr.

Oklidyen bir uzaydaki diziler icin yapilan yukaridaki tanmmlar, gercel say:
dizilerinde karsilik gelenlerde mutlak deger fonksiyonu norm fonksiyonuyla degis-
tirilerek elde edilmigtir; Teorem 1.1.5’deki norm ozelliklerinden dolayi, sayisal
diziler icin gecerli olan temel sonuclarin tiimii vektor dizileri igin de gegerlidir.

Ornek 1.3.2. R™ i¢indeki noktalarmn bir (xk)ken dizisinin bir x € R™ noktasma
yakinsamasi i¢in, R i¢inde ||x; — x|| — 0 olmas1 gerekli ve yeterlidir.

Ornek 1.3.3. R" icindeki bir (X1 )ken dizisinin en gok bir tane limiti vardir: x
ve y noktalarmin (xj)ren dizisinin limitleri olmalari, £ — oo igin

0 < [lx =yl < [lx = %kl + [Ixx =yl = 0,
yani x =y olmasimi gerektirir.

Ornek 1.3.4. Oklidyen bir uzaydaki yakinsak her dizi smmirhdir: Gergekten, eger
(xk)ren dizisinin limiti x ise, her k > N i¢in ||x; —x]|| < 1 gergeklenecek bigimde
bir N € N sayisi1 secilir ve

M = max {1+ [|x|, [l [, - - [lxa ([}

olarak tanimlanirsa, ||x|| < ||xx — x|+ ||x]| esitsizliginden dolayi, her k € N igin
Ixx|| < M olur.

Ornek 1.3.5. R” icindeki bir (xk)ken dizisinin bir x € R™ noktasima yakin-
samas! igin gerek ve yeter sart, (xx)ren dizisinin her (x,)jen alt-dizisinin x
noktasina yakinsamasidir.

Asagidaki sonug, Oklidyen bir uzaydaki bir dizinin limitini belirleme igleminin
gercel say1 dizilerinin limitlerini belirleme iglemine indirgenebilecegini gosterir.

Teorem 1.3.6. R™ i¢indeki bir dizi (Xi)ken ve x € R™ olsun. Her xj, teriminin
ve x noktasin j’inci bilegeni, siraswyla, xp(j) ve x(j) ile gosterilsin. (Xg)ren
dizisinin x noktasina yakinsamast i¢in gerek ve yeter sart, her j = 1,2,....n
icin (zr(j))ken bilesenler dizisinin R iginde x(j) noktasina yakinsamasidar.
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Kanat. Teorem 1.1.5 (v)’den dolay,
i (6) = ()] < |lxi, — x| < Vn max [o(7) = 2(7)]

esitsizlikleri her £ = 1,2,...,n igin gegerli olur. Bu ise, sayisal diziler igin
Sikigtirma Teoremi® ve Ornek 1.3.2 g6z Oniine alindiginda, x; — x olmasimin
her j =1,2,...,n i¢in zx(j) — x(j) olmasina denk oldugunu gosterir. O

Sayisal dizilerde oldugu gibi, Oklidyen uzaylardaki dizilerde de yakimsaklik
temel iglemler altinda korunur.

Teorem 1.3.7. (Xg)ken ve (Yi)ken, R™ idc¢inde diziler olsun. Eger x; — X,
Ve — Y, vea €R ise,

axp — aX, Xp+yp—X+Yy, ve X yp—X-'y
gerceklenir.
Kanait. Teorem 1.1.5 ve Cauchy-Schwarz Esitsizligi kullamilarak elde edilir. [

Tek-degiskenli analizin temel sonuglarindan birisi, siirli her gergel say1 dizisinin
yakinsak bir alt-dizisinin var oldugunu bildiren Bolzano-Weierstrass Teoremi’dir.>
Ayni sonug, Oklidyen uzaylardaki diziler i¢in de gegerlidir.

Teorem 1.3.8 (Bolzano-Weierstrass Teoremi). R™ i¢indeki her sl dizinin
yakinsak bir alt-dizisi vardar.

Kanat. (xg)ken dizisi R™ i¢inde sinirh olsun ve her j € {1,2,...,n} i¢in, x; vek-
toriiniin j’inci bilegeni x (j) ile gosterilsin. Hipotezden dolay1, her j = 1,2,...,n
i¢in (zx(j))ren dizisi R iginde smirhdir.

7 = 1 olsun. Gergel say1 dizileri i¢cin Bolzano-Weierstrass Teoremi nedeniyle,
1 < k(1,1) < k(1,2) < --- olacak bigimde bir tam sayilar dizisi ve bir x(1)
say1st, v — o0 igin wy(1,,)(1) — (1) gergeklenecek bigimde bulunur.

J = 2 olsun. (xj01,,)(2))ven dizisi R i¢inde smirh oldugundan, yine tek-
degigkenli Bolzano-Weierstrass Teoremi kullamilarak, (k(1,v)),en dizisinin bir
(k(2,v))ven alt-dizisi ve bir z(2) sayisi, v — 00 i¢in zp(2,)(2) — (2) olacak
bi¢imde elde edilir. (k(2,v)),en dizisi (k(1, v)),en dizisinin bir alt-dizisi oldugun-
dan, ayni zamanda, v — o0 i¢in 2y ,)(1) — 2(1) olur; yani, her 1 </ < j =2
i¢in, v — 0o olmasi durumunda (3, (¢) — x(£) gergeklenir.

*Bkz. [17, Theorem 1.12].
2Bkz. [17, Theorem 1.19].
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Bu siire¢ j = n oluncaya degin devam ettirilirse, her 1 < ¢ < j = n igin

lim x, (¢) = x(0)
esitligi saglanacak bigimde bir k,, := k(n, v) alt-dizisi ve x(£) noktalar1 bulunmusg
olur. Simdi x := (x(1),x(2),...,z(n)) denir ve Teorem 1.3.6 kullanilirsa, v — oo
i¢in xj, — x oldugu sonucuna ulagilir ve kanit tamamlanir. O

Tanim 1.3.9. Her ¢ > 0 igin bir N € N sayisinin, her k,m > N indis cifti
i¢in ||xx — X, || < € gergeklenecek bigimde bulunabildigi R™ igindeki bir (xx)ren
dizisi, bir Cauchy dizist olarak adlandirilir.

Teorem 1.3.10. R"™ icindeki bir dizinin yakinsak olmasi igin, bu dizinin bir
Cauchy dizisi olmasi gerekli ve yeterlidir.

Kamit. (xi)ken, R™ uzay iginde yakinsak bir dizi olsun. Bu durumda, bir x € R™
igin, verilen her € > 0 sayisina kargilik bir N € N sayisi, £ > N oldugunda
lIxx — x|| < &/2 gergeklenecek bigimde bulunur; bu ise, her k,m > N i¢in

€

9~ &

€
1k = %l < llxe = x| + [|x = x| < 5 +
yani (Xj)ren dizisinin bir Cauchy dizisi olmasi anlamina gelir.
Tersine, (Xj)ken dizisi R™ uzay: iginde bir Cauchy dizisi olsun. Buradan, bir
N € N sayist her m > N igin ||xy — x| < 1 olacak bigimde se¢ilir ve

M = max {[[xa |, [Ix2ll, - - [xy-all, T+ [N}

olarak tamimlanirsa, her k € N igin |xz| < M egitsizliginin gergeklendigi,
yani (Xj)ken dizisinin siirh oldugu sonucuna ulagilir. Bolzano-Weierstrass Teo-
remi’'nden, o hélde, (xx)ren dizisinin yakimsak bir (xg;)jen alt-dizisinin var
oldugu elde edilmis olur. Bu alt-dizinin limiti x olsun.

Simdi, £ > 0 sayis1 sabitlensin. (xj)ren dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu
kullamilarak bir Ny € N sayist, her k,m > N; igin ||x; — X || < €/2 olacak
bigimde; diger taraftan, (x,)jen alt-dizisinin limiti x olan yakinsak bir dizi
oldugu kullamlarak bir Ny € N sayisi, j > No olmasi [|x;, — x|| < £/2 olmasim
gerektirecek bigimde segilsin. Boylece, j > N, sayis1 k; > N; olacak sekilde
sabitlenirse, her k£ > N; icin

9 e
o = ) < e — x|+ e, —xl) < 5+ 5 =2

esitsizliginin gergeklendigi, yani (xj)gen dizisinin, limiti x olan yakinsak bir dizi
oldugu sonucuna ulagilir. O
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Aciklama 1.3.11. R" i¢indeki bir (x)gen dizisinin bir x € R™ noktasina yakin-
samasi igin gerek ve yeter sart, x noktasini igeren her V' agik kiimesine kargilik bir
N € N sayisinin, k£ > N oldugunda x; € V gergeklenecek bigimde bulunmasidir.

Bu denkligi gérmek icin, ilk olarak, x; — x oldugu kabul edilsin ve x noktasini
igeren bir agik V' kiimesi alinsin. Agik olma tanimindan dolayi, bir r > 0 sayisi
B, (x) C V gerceklenecek bi¢imde bulunur. Bu ise, yakinsama tanimi € = r igin
kullanilirsa bir N € N sayisinmn, k£ > N oldugunda ||x; — x|| < € = r, yani
Xk € By(x) CV olacak bi¢imde bulunmasi anlamina gelir.

Tersine, x € V olan her agik V kiimesi igin bir N € N sayisi, £ > N oldugunda
xi € V gergeklenecek bicimde var olsun. Bu durumda, ilgili kosul verilen her
e > 0 sayst igin V := B.(x) agik kiimesine uygulanirsa, bir N € N sayisinin
k > N oldugunda x;, € V, yani ||x; — x|| < ¢ olacak bi¢imde bulunabildigi
goriiliir: bu ise, yakinsama tanimindan dolayi, x5 — x olmasi demektir.

Agiklama 1.3.11, dizilerin yakinsakliginin e-formalizmi yerine agik kiimeler
kullanilarak tanimlanabilecegini gosterir; bu kullanilarak, kapali kiimelerin diziler
vasitasiyla karakterize edilebilmesini saglayan agagidaki énemli sonuca ulagilir.

Teorem 1.3.12. £ C R" olsun. E kiimesinin kapali olmasi i¢in, terimleri E
kiimesinde olan yakinsak her dizinin limitinin de E kiimesinde olmasi gerekli ve
yeterlidir.

Kanst. E kiimesinin bog kiime olmasi durumunda istenenin dogru oldugu, man-
tiksal bir gerekliliktir.

E, bog-olmayan bir kapali kiime olsun. Eger terimleri F kiimesinde ve x
ile gosterecegimiz limit noktasi agik olan E° kiimesinde bulunan yakinsak bir
(X )ren dizisi var olsaydi, Aciklama 1.3.11’den dolayi, bir N € N sayis1 her
k > N icin x;, ¢ E gergeklenecek bigimde mevcut olur ve hipotezle geligilirdi.

Tersine, F, i¢inden aliman her yakinsak dizinin limitinin de yine FE iginde
kaldig1 bos-olmayan bir kiime olsun. Eger F kapali degilse, Ornek 1.2.6 nedeniyle
E # R™ gergeklenir, ve tanimdan dolay1 E¢ kiimesi bosg ya da agk olmaz; bu
ise, en az bir x € E° noktasi i¢in, hi¢bir B,(x) agik topunun E° tarafindan
igerilemeyecegini gosterir. Her k& € N i¢in, o halde, bir x; € By /;(x) N E noktasi
segilebilir ve bu nedenle tiim terimleri E kiimesinde kalan (xj)ren dizisi, her
k € N igin ||x; — x|| < 1/k olmasindan dolay1, x noktasima yakinsar. Boylece,
hipotez nedeniyle, x € E celigkisine ulagilir. U

Tanim 1.3.13. V:= {V, | a € I}, Oklidyen bir R" uzaymmn alt-kiimelerinden
olusan bir aile ve £ C R" olsun.
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(i) Eger E C U
landirilir.

act Vo ise, V ailesi F kiimesinin bir drtdlisi olarak ad-

(ii) Eger V ailesi F i¢in bir ortiiliis ve her « € I i¢in V,, agiksa, V ailesine E
kiimesinin bir ag¢ik ortilisi denir.

(iii) V ailesi F i¢in bir ortiiliig olsun. Eger I kiimesinin sonlu ya da sayilabilir bir
Iy alt-kiimesi {V,, | a« € I} ailesi E igin bir ortiilii olacak bigimde varsa,
V ailesinin, sirasiyla, bir sonlu alt-oértiliginin ya da bir sayilabilir
alt-ortilisiinin var oldugu soylenir.
Ornek 1.3.14. V := {(k%rl, kLH) | k€ N} ve W := {(—%,52) | k € N}
aileleri (0,1) aralig: igin acik ortiliiglerdir; V ortiiliisiiniin bir sonlu alt-6rtiilisi
olmamasina kargin, W ortiiliigiiniin her elemamn (0, 1) araligini orter.

Lindel6f Teoremi'nden dolay1, R™ i¢cindeki bir kiimenin her acik ortiiliisiiniin
bir sayilabilir alt-6rtiiliigii vardir. Genel olarak, bir kiimenin bir agik ortiiliigliniin
bir sonlu alt-6rtiiliigliniin var olmasi1 gerekmez. Bu 6zelligi gergekleyen kiimeler,
matematikte temel 6neme sahiptir.

Tanmim 1.3.15. Oklidyen bir uzayn, her agik ortiiliisiiniin bir sonlu alt-rtiiliisii
var olan bir alt-kiimesine, kompakt denir.

Ornek 1.3.16. Bos kiime ve Oklidyen bir uzaym her sonlu alt-kiimesi kompakt-
tar.

Ornek 1.3.17. R kompakt degildir: V := {(—k,k) | k € N} ailesi, bir sonlu
alt-Ortiiliisli olmayan bir agik ortiiltstiir.

Teorem 1.3.18. Oklidyen bir uzayda, asaqidaki ozellikler gegerlidir:
(i) Kompakt bir kiimenin kapal bir alt-kiimesi kompakttur.
(ii) Kompakt bir kime kapalidur.

Kanst. (i) E kapal, H kompakt, ve E C H C R” olsun. F kiimesinin bir
V= {V, | a € I} agk ortiiliigii géz oniine alinsin. £ = R™ \ F kiimesi agik
oldugundan, VU {E°} ailesi H igin bir agik ortiiliigtiir; H kompakt oldugundan

da,
HgECLJ(U Va>

acly
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gerceklenecek bigimde I kiimesinin sonlu bir I alt-kiimesi vardir. £ N B¢ = &
oldugundan, o halde, F kiimesi {V,, | « € Iy} ailesi tarafindan ortiiliir.

(ii) H C R™ kiimesi kompakt olsun. Eger H kapali degilse, Teorem 1.3.12’den,
terimleri H kiimesinde bulunan fakat limit noktasi olan x bu kiimede olmayan
yakisak bir (xj)ren dizisi vardir. Her y € H igin, r(y) := ||x — y||/2 olsun. x
noktasi H i¢inde olmadigindan, (i) ve §1.2, Problem 4’den, r(y) > 0 gerceklenir,
yani { B, (y) | y € H} ailesi H igin bir agik ortiiliis olur. H kompakt oldugun-
dan, {B,;(y;) | j = 1,2,...,N} ailesi H igin bir ortiiliig olacak bigimde sonlu
ve N adet y; noktalar1 ve r; := r(y;) yaricaplar: bulunur.

r := min{ry,...,rn} olsun. x; — x oldugundan, Aciklama 1.3.11’den, yete-
rince biiyiik k sayilar igin xj; € B, (x) oldugu goriiliir; diger taraftan, her x; €
H N B,.(x) igin bir j € {1,2,..., N} says1, X, € B, (y;) gerceklenecek bigimde
vardir. Boylece, ; ve r sayilarinin se¢ciminden,

ri =z xe =yl = lIx =yl = [Ixx — x|
= 2rj—|xp—x%x[|>2r;—r>=2rj—r; =71y

geligkisine ulagilir. O héalde varsayim yanls, yani H kiimesi kapaldir. O

Teorem 1.3.19 (Cantor Arakesit Teoremi). R" i¢indeki bos-olmayan kompakt
kiimelerden olusan bir dizi (H;)jen olsun. Eger her j € N igin H; O Hji4 ise,
Njen Hj # @ olur.

Kamit. Iddianin dogru olmadigi, yani ﬂjeN H; = @ oldugu kabul edilsin. Bu
durumda De Morgan kurallar1 nedeniyle R” = [J jen Hj gergeklenir; bu ise,
{H$ | j € N} ailesinin kompakt olan H; kiimesi igin bir agik &rtiilils olmas
demektir. Dolayisiyla,

N N
H, C U Hf, yani Hfj 2 ﬂ H; (1.3.1)
j=1

j=1

gerceklenecek bicimde bir NV € N sayis1 bulunur. H; kiimeleri ig-ige olduklarin-
dan, tiimevarimla, bir m € N sayisinin

m

() Hj = Hn C Hy

j=1
saglanacak bi¢imde var oldugu goriiliir. Bu gézlem (1.3.1) ile birlikte kullanilirsa,
Hyx € HiNHf = &, yani Hy kiimesinin bog kiime oldugu geliskisine ulagilir ve
kanit tamamlanmig olur. O
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Bir H C R"™ kiimesi, terimleri H iginde bulunan her dizinin yine H iginde
kalan bir noktaya yakinsayan yakinsak bir alt-dizisi varsa, dizisel kompakt
olarak adlandirilir. Diger taraftan, bir M > 0 sayisiun her x € H igin ||x|| < M
gerceklenecek bicimde bulunabildigi Oklidyen bir uzayn bir H alt-kiimesine,
stnarly denir. Asagidaki ¢ok 6nemli netice, kompaktlik ile birlikte, bu kavram-
larin birbirlerinden hi¢ de uzak olmadiklarii gosterir.

Teorem 1.3.20 (Heine-Borel Teoremi). Oklidyen bir R wzayinan bir H alt-
kiimest i¢in, asagidaki onermeler birbirine denktir:

(i) H kompakttur.
(ii) H dizisel kompakttur.
(iil) H, kapal ve sinvrldur.

Kanat. Tk olarak, (i) dnermesinin (ii) énermesini gerektirdigini gérelim. H kiimesi
kompakt olsun. Her k € N igin x; € H gergeklenecek bigimde bir (xi)ren dizisi
alindiginda, agagidaki iki durumdan birisi gegerli olmak zorundadir:

(%) Bir a € H noktasi, her » > 0 igin B,(a) agik topu sonsuz ¢oklukta & igin
x noktasini icerecek bigimde vardir; ya da

(#+) her a € H i¢in bir r, > 0 sayisi, B,_(a) agik topu sonlu sayida k i¢in x
noktasini igerecek bigimde bulunur.

Eger (x*) dogruysa

Hc | B.(a)
acH

gercgeklenir; H kiimesinin kompakt olmasindan dolay1, bu,

N
HC | B, (3)

Jj=1

saglanacak bicimde aj,as,...,ay noktalarmimn bulunmasi anlamima gelir. Her
B, (a;) agik topu sonlu sayida k ic¢in x; noktasin icerdiginden ve her k € N
i¢in x; € H oldugundan, o halde, N kiimesinin sonlu oldugu ¢eligkisine ulagilir.
Dolayisiyla, (x+) onermesi gergeklenemez: bu durumda, agikar olarak, (x) 6ner-
mesi dogru olmalidir.

X, € Bi(a) olsun. Bj/p(a) acik topu sonsuz goklukta k i¢in x; noktasi

icerdiginden, xy, € Bj/s(a) saglanacak bigimde bir ky > k; indisi vardir. Bu
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sekilde devam edilerek, her j € N icin x;, € Bjj;(a) gerceklenecek bigimde
k1 < kg < --- dogal sayilar1 bulunmus olur. Bu ise, her j € Nigin [|x, —al| < 1/j
olmasindan dolay1, (xy,)jen alt-dizisinin a noktasina yakinsamasimi gerektirir.
O halde, H kiimesi dizisel kompakttir.

Simdi, (ii) 6nermesinin (iii) 6nermesini gerektirdigini kanitlayalm. H kiimesi
dizisel kompakt olsun. Bu kiimenin kapali oldugunu gérmek igin, terimleri H
kiimesinde ve limiti x olan yakinsak bir (xy)ren dizisi géz 6niine alinsin. Bu
durumda, Ornek 1.3.5°den, (xz)ren dizisinin her (Xk,)jen alt-dizisi de x nok-
tasina yakinsar; bu ise, H dizisel kompakt oldugundan, x € H olmasi demektir.
Boylece, Teorem 1.3.12°den, H kiimesinin kapali oldugu sonucuna ulagilir.

H kiimesinin sinirli oldugunu goérmek i¢in, bunun dogru olmadigi, yani, her
k € N igin ||yx|| = k gergeklenecek bicimde bir y; € H noktasinin var oldugu
kabul edilsin. H kiimesi dizisel kompakt oldugundan dolay1 yakinsak ve bunun
sonucu olarak Ornek 1.3.4 nedeniyle siirli olan bir (Yk,)jen alt-dizisinin var
olmas gerektiginden, ilgili varsayim, her j € N igin [lyg,|| > k; > j kosulunu
gercgekleyen3 bu alt-dizinin sinirli oldugu geligkisine ulagtirir. H kiimesi, o halde,
siirhdir.

Son olarak, (iii) 6nermesinin (i) 6nermesini gerektirdigini goérelim. Bir geligkiye
ulagmak amaciyla, kapali ve sinirli oldugu kabul edilen H kiimesinin kompakt ol-
madig1 varsayilsin. Bu durumda H kiimesinin, bir sonlu alt-6rtiiliisii var olmayan
bir V agik ortiiliigli vardir, ve Lindeléf Teoremi'nden dolay1 V := {V}, | k € N}
olarak alinabilir: yani,

HC U Vi (1.3.2)
keN

olur. V ailesinin se¢iminden, hi¢hir £ € N igin Ule Vi kiimesi H kiimesini
igeremez. Her k € N i¢in, o halde,

k
x, € H N U Vi (1.3.3)

j=1

olacak bicimde bir x; noktasi secilebilir. H sinirli oldugundan, bu noktalardan
olusan (Xj)ken dizisi simirhdir. Bolzano-Weierstrass Teoremi, bundan dolayn,
(xk)ken dizisinin yakinsak bir (xg, ),en alt-dizisinin var oldugunu soyler. Bu alt-
dizinin limiti x olsun. H kapali oldugundan, Teorem 1.3.12’den, x € H gergek-
lenir. Boylece, (1.3.2)’den, bir N € N i¢in x € Vy oldugu sonucuna ulagilir;

3Alt-diziyi tanimlayan k : N — N fonksiyonu kesin artan oldugundan, her j € N igin k; > j
olur: Gergekten, eger & := {j € N | k; < j} kiimesi bos degilse, dogal sayilar kiimesi iyi-
siralanmig oldugundan, & kiimesinin m gibi bir en kiiciik elemani bulunur; bu ise, M := ky,
dogal sayisi igin kp; < M olacagindan, M < m ve M € & geligkisine ulagtirir.
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ancak Vi agik oldugundan bir M € N sayisi, Agiklama 1.3.11 nedeniyle, v > M
oldugunda k, > N ve x, € Vy gerceklenecek bi¢imde bulunur, ve (1.3.3) ile
geligilir. O halde varsayim yanlig, yani H kiimesi kompakttir. O

Aciklama 1.3.21. Cantor Arakesit Teoremi ve Heine-Borel Teoremi, Oklidyen
bir R™ uzaymdaki bog-olmayan, kapali ve simirlh H; O Hs O --- kiimelerinin
arakesitlerinin bos kiime olmadigini garantiler. Bu ifadedeki kapali ya da sinirl
olma kogullar kaldirilamaz: Gergel sayilar uzaymdaki bog-olmayan ve kapali
[1,00) D [2,00) D --- kiimeleri ve yine aym uzaydaki bog-olmayan ve sinirh
(0,1) © (0,1/2) D - - - kiimeleri igin,

[k, 00) =@ = ()(0,1/k)

keN keN

olur.

Problemler

1. Her k € N igin terimleri agagida verilen vektor dizilerinin limitlerini hesaplayiniz:

o012
(a) xp, i= (% %) ;) yi = (L e, cos(1/k)

() 2k := (k= V(K + k), E/F 1/k)5  (d) wy = ((1+ 1/k)* | sin(2mek!), Ink/k) .
2. R” iginde, x; — O ve (yg)ken dizisi smmirli olsun. X - yx — 0 oldugunu ispatlayiniz.

3. a € R" ve E C R" olmak tlizere, her r > 0 gergel sayisi i¢in E N By(a) kiimesi son-
suz sayida eleman igeriyorsa, a noktasi E kiimesinin bir yigilma mnoktasz olarak ad-
landirilir. R™ uzaymin simirll ve sonlu-olmayan her alt-kiimesinin en az bir yigilma
noktasina sahip oldugunu kanitlayiniz.

4. R™ uzayimin bir alt-kiimesinin kapali olmasi i¢in, bu kiimenin, tiim yi1gilma noktalarini
igermesinin gerekli ve yeterli oldugunu ispatlayiniz.

5. Kompakthk tanimini kullanarak, gercel sayilar igindeki kapali bir araligin kompakt
oldugunu kanitlayiniz.

6. Asagidaki E kiimelerinin kompakt olup olmadiklarini belirleyiniz. E kiimesi kompakt
degilse, E C H kosulunu saglayan en kii¢ilk H kompakt kiimesini—eger varsa—bulunuz.

(a) E:={1/k| ke N}u{0}.
(b) E:={(z,y) €ER? |a <z +y?> <bve0<a<b}
(c) E:={(z,y) € R? | bir = € (0,1] igin y = sin(1/x)}.
(d) Bi={(z,y,2) €R3 | |ayz| <1},
7. A ve B kiimeleri R™ i¢inde kompaktsa, AU B ve AN B kiimelerinin de kompakt olduk-
larin kanitlayiniz.

8. E C R kiimesi kompakt ise, sup E € E oldugunu gosteriniz.
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9. R™ uzaymin igindeki bog-olmayan kiimelerden olusan bir (Ey)¢2, dizisi, her k € N igin
E), C Ej,_; kosulunu saglasm. Eger Fy kiimesi sinirhiysa, ﬂkeN FE}, kiimesinin bog kiime
olmadigini gosteriniz.

10. Bolzano-Weierstrass Teoremi’nin, || f|lco := sUP,¢[q,4) |f(2)] normuyla donatilmis Cfa, b]
uzayinda (bkz. §1.1, Problem 4) gegerli olmadigini ispatlayiniz.
Yol gosterme: Her n € N ve z € [0,1] igin fpn(x) := 2™ ise, (|| fnlloc), ey dizisinin simirh
oldugunu, fakat hicbir f € C[0,1] ve hicbir (fn, )ken alt-dizisi igin (|| fn, — fHOO)keN
dizisinin sifira yakinsamadigini ispatlayiniz.

1.4 R” icinde konveks ve baglantili kiimeler

Tek-degiskenli analizin baz1 temel sonuglari, gergel sayilar kiimesinin alt-aralikla-
rimin—agik, kapali ya da kompakt olma gibi topolojik 6zelliklerle birlikte—geomet-
rik denilebilecek birtakim ozelliklerine de baghdir. Ornegin Ortalama Deger
Teoremi, bir araligin, i¢inden alinan herhangi iki noktasimi birlegtiren dogru
parcasinin yine kendisi iginde kaldigi gercegini kullamir; benzer bicimde Ara-
Deger Teoremi, araliklarin, bir tiir ‘siireklilik’ arzeden tek bir parcadan meydana
gelmesi olgusuna dayanir. Bu kisimda, sozii edilen bu tip geometrik kavramlar
Oklidyen uzaylarda incelenecektir.

Tanim 1.4.1. E C R" olsun. Her a,b € F icin L(a;b) dogru pargasi FE
kiimesinin bir alt-kiimesi oluyorsa, E kiimesine konveks denir.

Ornek 1.4.2. R” icindeki her acik top konvekstir: Gergekten, eger a,b € B, (c)
ve x € L(a;b) ise, dogru pargasinin tammindan dolay: x = (1 — t)a + tb olacak
bigimde bir ¢ € [0, 1] sayist bulundugundan,

[x—cl[=[1-t)(a-c)+tb-c)| <(T-t)r+tr=r,
yani x € B, (c) olur.
Ornek 1.4.3. R? igindeki S := {(z,y) € R? | y < |2|} kiimesi konveks degildir.

Geometrik bir 6zellik olan konvekslik, topolojik iglemler olan i¢ ve kapanig
altinda korunur.

Teorem 1.4.4. Ejer E C R™ konveks ise, E° ve E kiimeleri de konvekstir.

Kanit. E° kiimesinin konveks oldugunu gostererek, ispati daha kolay olan E
kiimesinin de ayni 6zellige sahip oldugunun kanitini okuyucuya birakacagiz.

Vi={1-t)a+th|a,be E°ve0<t<1}
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olsun. Tanim geregince, E° kiimesinin konveks olmasi i¢in V' C E° olmas: gerekli
ve yeterlidir; Teorem 1.2.14 (ii)’den dolay1, o halde, V' kiimesinin agik oldugunu
ve V C F icermesinin saglandigini gostermek kafidir.

Teorem 1.2.14 (i)’den E° C FE gergeklendiginden ve hipotezden dolay1 E
kiimesi konveks oldugundan, V' C F igermesi saglanir. V' kiimesinin agik oldugunu
gormek iginse, t € [0, 1] olmak {izere, (1 — ¢)a + tb € V noktasi verildiginde bir
ro > 0 sayisiun, B, ((1 —t)a+tb) C V gerceklenecek bi¢imde bulunabildigini
gormek yeter. ¢ € [0,1] sayis1 ve a,b € E° noktalar1 sabitlensin. a ve b nok-
talar1 agik olan E° kiimesinde olduklarindan, B,.(a) ve B,(b) agik toplar1 E°
kiimesinin icinde kalacak bi¢imde bir r > 0 say1s1 vardir.

Eger t = 0 ise, 7o := r almak yeterlidir: bu durumda (1 —t)a+th = a
oldugundan ve V kiimesinin tanimindan dolayr E° C V gergeklendiginden,
B,, ((1 —t)a+tb) = B.(a) C E° C V olur.

Simdi, 0 < ¢ < 1 olsun. 7 := ¢r denilerek, xg € By, ((1 —t)a+ tb) noktas
sabitlensin. Boylece,

xoz(l—t)a+t~%(xo—(1—t)a)

oldugundan ve

1 1
Ht(xo(lt)a)bH :¥||x0—(1—t)a—tb||<%0:'r,

yani 1 (xo — (1 — t)a) € B,(b) C E° ger¢eklendiginden, xo € V saglanir; bu ise
B,, ((1 —t)a+tb) C V olmas1 demektir. O

Tanim 1.4.5. E C R” olsun.

(i) Eger R™ icindeki agik kiimelerden olusan bir U,V ¢ifti igin £ C U UV,
UNnV =g, ENU # @, ve ENV # & ozellikleri gergekleniyorsa, “U, V
acik kiimeler c¢ifti £ kiimesini ayarer,” denir.

(ii) Eger FE kiimesi R™ igindeki hicbir acik kiime ¢ifti tarafindan ayrilamiyorsa,
F kiimesi R™ i¢inde baglantils olarak adlandirilir.

Ornek 1.4.6. Bos kiime ve, bir a € R igin, tek elemanli F := {a} kiimesi R™
iginde baglantilidir.

Tanim 1.4.7. £ C R" olsun.

(i) Bir U C E kiimesi, eger R" iginde agik olan bir V kiimesi U = ENV
olacak bi¢imde varsa, E i¢inde géreli ag¢ik olarak adlandirilir.



1.4 R™ i¢inde konveks ve baglantili kiimeler 29

(ii) Bir A C E kiimesi, eger R™ iginde kapal olan bir C kiimesi A = ENC
olacak bi¢gimde varsa, FE i¢cinde goreli kapalr olarak adlandirilir.

Asagidaki sonug, Oklidyen bir uzaydaki baglantil kiimelerin goreli acik kiimeler
vasitasiyla karakterize edilebilecegini gosterir.

Teorem 1.4.8. £ C R" olsun. E kiimesinin baglantil olmas i¢in gerek ve yeter
sart, UNV =g, E=UUV, U # @, ve V # & gergeklenecek bicimde E i¢inde
goreli agik olan U ve V' kiimelerinin bulunmamasidr.

Kamit. E kiimesi baglantili olsun. Iddianm dogru olmadigi, yani E icinde goreli
acik olan U ve V kiimelerinin, UNV =@, E=UUV, U # @, ve V # &
gerceklenecek bigimde bulunabildigi varsayilsin. R™ i¢inde agik olan ve baglantili
FE kiimesini ayiran bir Uy, V) kiimeler ¢ifti inga ederek, bir geligkiye ulagacagiz.

Ik olarak,
unv=yg (1.4.1)

oldugu gozlemlensin: Gergekten, V' kiimesi E iginde goreli agik oldugundan
dolay1 R" iginde acgik olan bir € kiimesi, V = E N Q gergeklenecek bigimde
bulunur; bu ise, U NV = & olmasi nedeniyle U C Q¢ saglandigindan ve ¢
kiimesi R™ icinde kapali oldugundan, U C Q¢ = Q€ icermesinin dogru olmast,
yani (1.4.1) egitliginin gergeklenmesi demektir.

(1.4.1) goz Oniine alinarak her x € V igin

Oy = inf {[lx —ul| [u e T}

say1si, ve buna istinadden

Vo= | Bsj2(x)
xeV

kiimesi tamimlansin. Simdi, §1.2, Problem 4 nedeniyle, her x ¢ U icin §, > 0
gerceklenir ve bundan dolay:1 Vj kiimesi tanimhdir; agik kiimelerin bir birlegimi
oldugundan Vj kiimesi R” icinde aciktir; ve V| kiimesi V' kiimesini igerir, yani
Vo N E O V olur. Diger taraftan, ingd nedeniyle Vo N U = @ oldugundan ve
hipotezden dolay1 E = U UV gerceklendiginden, ayn1 zamanda, Vo N E C V
igermesi de saglanir. O halde, Vo N E =V olur.

Benzer bigimde hareket edilerek her y € U igin

ey =mf {|[v—yll|veV}

yarigaplari inga edilir ve

Uo:= | B, 2(y)
yeU
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olarak tanimlanirsa, Uy N E = U kogulunu saglayan ve R" iginde acik olan bir
Uy kiimesi elde edilmig olur.

Up ve V kiimelerinin E kiimesini ayirdiklarini gérmek i¢in kanitlanmasi gereken
son olgu, Uy N Vy = & oldugudur. Eger bir a € Uy NV, noktas: var olsaydi, bir
x € Vigin a € Bs_/o(x) ve bir y € U igin a € B, /2(y) olmasi gerekirdi; ancak
bu durumda, genelligi bozmaksizin éx < €, oldugu kabul edilerek,

Ox €y
2 T S
olmasi gerektigi goriiliir, ve bundan dolay1l, x € V oldugu icin gerceklenmesi
miimkiin olmayan, |[|x — y|| < inf {||v —-yll|ve V} celigkisine ulagilirdi. O
halde, Uy N Vy = @ olmalidir.

Tersine, eger E kiimesi baglantili degilse, yani R" iginde acik olan bir Uy, Vj
kiimeler ¢ifti F kiimesini ayiriyorsa, bu durumda U :=UyNE ve V .=V NE
kiimeleri F iginde goreli agik, UNV = @, E=UUV,U # &,ve V # @ olur. [

[x =yl <lx—all+a-yll <

Ornek 1.4.9. Q kiimesi R icinde baglantili degildir: Q icinde goreli acik olan
U={reQ|z<V2}veV :={recQ|z> 2} kiimeler cifti Q kiimesini

ay1rir.
Oklidyen R uzaymda baglantihligi karakterize ederek, bu kismi kapatacagiz.

Teorem 1.4.10. Gergel sayilarin bog-olmayan bir E alt-kiimesinin baglantil
olmasy i¢in gerekli ve yeterli kosul, & kiimesinin bir aralik olmasidar.

Kamt. E, gergel sayilarin bog-olmayan ve baglantili bir alt-kiimesi olsun. Eger
E kiimesi tek bir noktadan olusuyorsa, yani bir dejenere kapali araliksa, Ornek
1.4.6’dan dolay1 baglantihdir. E kiimesi en az iki nokta igeriyorsa, a := inf F ve
b := sup F olarak tamimlansin; bu durumda —oo < a < b < oo olur. Genelligi
bozmaksizin a, b ¢ E oldugu, yani E C (a, b) icermesinin de saglandig varsayila-
bilir. Eger E # (a,b) ise, © ¢ E gerceklenecek bigimde bir « € (a,b) noktas
vardir; bu ise, supremum ve infimum tammlar: nedeniyle, £ N (a,x) # & ve
EnN(x,b) # @ olmas1 demektir. Varsayim nedeniyle, béylece, E C (a,z) U (z, b)
olur, yani E kiimesinin (a,z) ve (z,b) agik kiimeleri tarafindan ayrilabildigi
geligkisine ulagilir. O halde, E = (a,b) olmalidir.

Tersine, F, baglantili olmayan bir aralik olsun. Bu durumda FE kiimesini ayiran
ve R i¢inde agik olan U ve V kiimeleri vardir: yani £ C UUV igermesi gergeklenir,
ve x1 € ENU ve 9 € ENYV noktalart bulunur. Genelligi bozmaksizin 1 < o
oldugu kabul edilerek,

Wi={teE|(z,t) CU}
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kiimesi g6z 6niine alinsin. U kiimesi agik oldugundan W # @ olur; diger taraftan,
V kiimesinin agik olmasi nedeniyle, xo ¢ W gergeklenir ve W kiimesi bir ¢ < x5
sayisiyla tistten sinirh olur. Boylece 3 := sup W sayisinin, F iginde kalan (z1, ¢|
araligina ait olan sonlu bir say1 oldugu sonucuna ulagilir. Bu durumda ya x5 € U
yva da x3 € V olmalidir.

23 € U olsun. U kiimesi acgik ve x3 > x1 oldugundan, (z3 — §, 23+ 6) C U ve
x3—9 > x1 gergeklenecek bigimde bir § > 0 sayis1 vardir. Supremum tanimindan
dolay ise, t > x3 — d ve (x1,t) C U saglanacak bi¢imde bir ¢ € W noktas
bulunur. Bu ise (21,23 + 6) = (21,t) U (x5 — d,23 + §) € U oldugu, yani z3
sayisinin W kiimesinin supremumu olmadig celigkisine ulagtirir. Diger taraftan,
eger x3 € V ise, benzer diigiinme bigimiyle, bir 6 > 0 sayisimin (x3—0,23+6) C V
ve bir ¢ € W noktasinin ¢t > x5 — ¢ ve (x3 — d,t) C U gergeklenecek bigimde
bulunabildigi goriiliir. Bu ise (x5 —6,t) CU NV, yani U NV # & celigkisine
ulagtirir. O halde U,V acik kiimeler ¢ifti £ kiimesini ayiramaz, yani E kiimesi
baglantihidir. O

Problemler

1. a,b,c,d gergel sayilar ve a < b ve ¢ < d ise,
[a,] x [¢,d] := {(z,y) € R? | = € [a,b] ve y € [¢,d]}
dikdortgeninin kapali, konveks, ve baglantili oldugunu gosteriniz.

2. A ve B kiimeleri R" i¢inde konveks olsun. A N B kiimesinin konveks oldugunu kanit-
layimiz; A U B kiimesinin de konveks olup olmadiginmi belirleyiniz.

3. Eger E C R™ konveks ise, E kiimesinin de konveks oldugunu ispatlaymiz.
(a) R uzay: iginde baglantili olan kiimelerden olusan bir ailenin arakesitinin baglantih
oldugunu ispatlayiniz.
(b) “R uzay1” ifadesi “R? uzayr” ifadesiyle degistirilirse, (a) kismindaki &nermenin
genel olarak dogru olmadigimi kamtlayimiz.
5. (a) R uzayi iginde E kiimesi baglantili ise, E° kiimesinin de baglantil oldugunu is-
patlaymiz.
(b) “R uzay1” ifadesi “R? uzay1” ifadesiyle degistirilirse, (a) kismindaki &nermenin
genel olarak dogru olmadigini kanitlayimiz.

6. E kiimesi R icinde baglantili ve E C A C E ise, A kiimesinin baglantili oldugunu
ispatlayiniz.

7. R™ uzaymin her konveks alt-kiimesinin baglantili oldugunu kanitlayiniz. Bu énermenin
tersinin de gegerli olup olmadigini belirleyiniz.

8. H C R” olsun. H kiimesinin kompakt olmasi i¢in, H kiimesinin, H icinde goreli agik
olan kiimelerden olusan her {Es | o € I} Ortiilisiiniin bir sonlu alt-6rtiiliigiiniin var
olmasimin gerekli ve yeterli oldugunu kanitlayiniz.
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9. {Eq | @ € I}, R™ iginde baglantili olan ve NyerEo # @ kosulunu saglayan kiimelerden
olusan bir aile ise, E := UyerEo kiimesinin baglantili oldugunu ispatlayiniz.

10. I, gergel sayilar iginde bir aralik ve f : I — R bir fonksiyon olsun. Her o € [0, 1] ve her
z,y € I icin
flaz+ (1 —a)y) <af(z)+ (1 —a)f(y)
esitsizligi gergekleniyorsa, f fonksiyonu I aralig tizerinde konwveks olarak adlandirilir. T
kiimesi gergel eksenin bir alt-araligi ise, bir f : I — R fonksiyonunun [ iizerinde konveks
olmas! i¢in,
Bi={(z,y) €R? |w € I vey > f(2)}

kiimesinin R? i¢inde konveks olmasimm gerekli ve yeterli oldugunu kanitlaymaz.

1.5 R" lizerinde tanimh fonksiyonlarin limitleri

881.1-1.4 kisimlarinda geligtirilen yapilar, tek-degiskenli fonksiyonlar i¢in gegerli
olan temel sonuclarim benzerlerinin gok-degiskenli fonksiyonlar i¢in kurulabilme-
lerini saglar. Bu baglamda ilk olarak—yani bu kisimda—Oklidyen uzaylar iize-
rinde tanimli fonksiyonlarin limitlerini inceleyecegiz.

Bir £ C R” kiimesi ve bir f C R™ x R™ ikili bagintis1 verildiginde, eger her
x € E i¢in {y € R™ | (x,y) € f} kiimesi tek elemanliysa ve

E={xecR"| biry € R™ i¢in (x,y) € f}

gergekleniyorsa, f bagintisina E dzerinde bir fonksiyon denir ve f : £ — R™
notasyonu kullanilir. Bu durumda, F kiimesi f fonksiyonunun tanim ktimesi
olarak adlandirilir ve dom (f) ile gosterilir; x € dom (f) oldugunda (x,y) € f
olmasini saglayan tek tiirlii belirli y elemanina ise f fonksiyonunun x noktasin-
daki degeri denir ve y = f(x) olarak yazilir. f fonksiyonunun tanim kiimesine
ait her x noktasi i¢in f(x) € R™ oldugundan, j = 1,2, ..., m indislerine kargilik,
f(x) = (f1(x), fa(x),..., fm(x)) esitligi her x € dom (f) igin gergeklenecek
bigimde f; : dom (f) — R fonksiyonlar1 vardir: bu fonksiyonlara f fonksiyo-
nunun bilesen fonksiyonlar: denir. Tek bir bilegeninin var oldugu m = 1
durumunda, f fonksiyonu gercgel-degerli olarak adlandirilir ve f ile gésterilir.

Ornek 1.5.1. f(z,y) = (\/(1f:cz),ln(:czfyz),sinxcosy) fonksiyonu icin,
filz,y) = V(1 =2?), fo(w,y) = In(2® — y*), f3(z,y) = sinz cosy, ve

dom (f) = {(z,y) ER* | -1 <z < 1ve —|z| <y < |z|}
olur.

Mutlak deger fonksiyonu yerine norm fonksiyonu kullanilarak, tek-degiskenli
fonksiyonlar i¢in gegerli olan limit tanimi ¢ok-degigkenli fonksiyonlara taginabilir.
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Tanmim 1.5.2. £ C R" ve a € R” olsun.

(i) Her r > 0 gergel sayisi i¢in B,.(a)NE kiimesi sonsuz sayida nokta igeriyorsa,
a noktasi1 E kiimesinin bir yigilma noktasa olarak adlandirilir.

(ii) a noktasi E kiimesinin bir yigilma noktasy, f : £ — R™ bir fonksiyon,
ve L € R™ olsun. Her £ > 0 sayisina kargilik bir 6 > 0 sayisi, x € F ve
0 < ||lx—al| < 6 olmasi |[f(x) —L|| < e olmasim gerektirecek bigimde bulu-
nabiliyorsa, “x noktasi F tlizerinden a noktasina yaklagtiginda f fonksiyonu
L noktasina yakinsar,” denir. Bu durumda, “x — a igin f fonksiyonunun
bir limite sahip oldugu,” sdylenir ve “F iizerinden x — a igin f(x) — L”
va da

L = lim f(x)

X—a

xelE

yazilimlar1 kullanilir.

Aciklama 1.5.3. Tek-degigkenli fonksiyonlarda oldugu gibi, f fonksiyonunun a
noktasindaki degeri bu fonksiyonun FE iizerinden x — a i¢in limitinin var olup
olmamasim etkilemez; ayn zamanda limit, eger varsa, tek tiirlii belirlidir.

Acgiklama 1.5.4. Eger f fonksiyonu x noktasi bir acik B,.(a) topu tlizerinden
a noktasina yaklagtiginda L noktasina yakinsiyorsa, bu fonksiyon, a noktasinin
bir yigilma noktasi oldugu her F kiimesi iizerinden de L noktasina yakinsar: bu
durumda

L = lim f(x)

X—a

yazilimi kullanilir.

Cok-degigkenli bir f fonksiyonunun bir limite sahip oldugunu gostermek igin,
If (x) — L|| degerini simirlayan ve x — a igin g(x) — 0 kogulunu saglayan, gergel-
degerli ve negatif-olmayan bir g fonksiyonu bulmak kolaylik saglar.

Ornek 1.5.5. Her (z,y) # (0,0) icin

322y

flz,y) = m

olarak tanimlanan f : R% \ {(0,0)} — R fonksiyonu géz éniine alinsin. Her
(x,y) € R? i¢in 2|zy| < 2% + y? oldugundan,

Fv)l < Slal
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esitsizligi tiim (z,y) # (0, 0) giftleri igin gergeklenir. Simdi, e > 0 sayis1 sabitlendi-
ginde 0 := €/2 olarak alimirsa, 0 < ||(z,y)|| < § oldugunda

|f(z,y) — 0] < 20| < 2[|(z, y)l| <26 =¢
saglanir; bu ise, tanim geregince,

lim z,y) =0
(w,y)—>(070)f( 2

olmas1 demektir.

Tanim 1.5.2, eger x — a igin f fonksiyonu L noktasina yakinsiyorsa, x noktasi
a noktasma yeterince yakin oldugunda ||f(x) — L|| degerinin istenildigi kadar
kii¢lik kilinabilecegini bildirir. Dolayisiyla, eger f fonksiyonunun x — a i¢in bir
limiti varsa, bu limit, x noktalar:1 a noktasina hangi yoldan yaklagirsa yaklagsin
ayni olmak zorundadir. Bu gozlem, bir limitin var olmadigine gdstermek igin
oldukga kullanigh bir yontem onerir.

Ornek 1.5.6. Her (z,7) # (0,0) icin

2zy
f(xay) T (E2 +y2

olarak tanimlanan f : R? \ {(0,0)} — R fonksiyonu géz 6niine alinsin. Eger f
fonksiyonunun (x,y) — (0,0) i¢in bir L limit degeri var olsaydi, (0,0) noktasina
hangi yoldan yaklagilirsa yaklagilsin bu limit degerinin ayni olmas1 gerekirdi.
Bir taraftan bu, (0,0) noktasina = 0 dogrusu iizerinden yaklagildiginda, her
y # 0 igin f(0,y) = 0 oldugundan, L = 0 olmasim gerektirirdi; ancak diger
taraftan, ayni noktaya y = = dogrusu lizerinden yaklagildiginda, her  # 0 i¢in
f(z,z) = 1 oldugundan, L = 1 sonucuna ulagilmig olurdu. f fonksiyonunun, o
halde, (z,y) — (0,0) igin bir limiti var olamaz.

Cok-degigkenli fonksiyonlarin limitleri, diziler kullanilarak da belirlenebilir.

Teorem 1.5.7. E CR"™ f: E — R™ bir fonksiyon, ve a noktasy E kiimesinin
bir yigelma noktasy olsun. Bu durumda,
L := lim f(x)

X—a

xelE

limitinin var olmasy i¢in gerekli ve yeterli kogul, terimleri E \ {a} kiimesinde
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Kamt. E {izerinden x — a igin f fonksiyonunun limiti L olsun. Bu durumda
her £ > 0 sayisina kargilik bir § > 0 sayis;, x € E ve 0 < ||x — a|| < § olmasi
If(x) — L|| < ¢ olmasim gerektirecek bicimde bulunur. Diger taraftan, eger
her £k € N i¢in x; € F ~\ {a} kogulunu saglayan (x)gen dizisi a noktasina
yakinsiyorsa, ||xx — al| < 4 esitsizligi her & > N igin gerceklenecek bigimde bir
N € N sayis1 vardir. Her k € N i¢in x; € E ve x; # a oldugundan, o héalde,
k > N oldugunda ||f(x;) — L|| < e saglanir: yani, k — oo igin f(x;) — L olur.
Tersine, terimleri E \ {a} kiimesinde olan ve a noktasina yakimsayan her
(x1)ken dizisi igin f(x;) — L olsun. Eger E {izerinden x — a igin f fonksiyonu
L noktasima yakinsamiyorsa, bu durumda bir g > 0 sayisi, her § > 0 sayisi igin,
x € Eve 0 < ||x—a| < 9§ oldugunda ||f(x) — L|| > €¢ gergeklenecek bicimde
bulunur. Dolayisiyla her k& € N i¢in bir x; € E noktasi, 0 < ||x; — a|| < 1/k ve
IIf (xx) — L|| > & saglanacak bi¢imde vardir; bu ise, x; — a gergeklendiginden,
hipotezden dolay1 f(x;) — L olmasi sonucuna, yani yeterince biiyiik k sayilar
icin ||f(xx) — L|| < €0 olmas: gerektigi ¢eligkisine ulagtirir. O

Yukaridaki sonug ve §1.3 kismindaki ilgili netice kullanilarak, gok-degerli fonksi-
yonlarin limitlerini belirleme igleminin gergel-degerli fonksiyonlarinkini belirleme
islemine indirgenebilecegi kolaylikla gosterilebilir.

Teorem 1.5.8. E CR"™, f:= (f1,..., fm): E — R™ bir fonksiyon, a noktasi E

kimesinin bir yigilma noktasi, ve L := (Lq,..., L) € R™ olsun. Bu durumda,
L = lim f(x)
X—a
xekE
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart, her j = 1,2, ..., m i¢in

L = Jim f;(x)

esitliginin saglanmasidar.
Kamat. Teorem 1.3.6 ve Teorem 1.5.7 kullanilarak elde edilir. O

Oklidyen uzaylar {izerinde taniml fonksiyonlarm cebirsel kombinasyonlariyla
ilgili standart sonuclar1 ifade edebilmek igin, tek-degiskenli fonksiyonlardakine
benzer bigimde, bu tip cebirsel kombinasyonlar1 tanimlamak gerekir. £ C R™ ve
f,g: E — R™ olmak iizere, her x € F icin, f ve g fonksiyonlarimin toplami:

(f + g)(x) := (%) + g(x);
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bir o € R skaleriyle f fonksiyonunun ¢arpma
(af) (x) := af (x);
ve f ve g fonksiyonlarimm Oklidyen /i¢ ¢carpim
(f-g)(x):=1f(x) - g(x)
olarak tanimlanir.

Teorem 1.5.9. E C R™, a noktast E kiimesinin bir ypgilma noktasi, a € R, ve
f.g: E — R™ olsun. Ejer

lim f(x) wve lim g(x)

xek xeFE

limitleri varsa,

lim (£ + g)(x) = Jim f(x) + lim g(x),  lim (af)(x) = a lim £(x),
xek xeE xek xeE xek
lim (£ - g)(x) = (,y;n f(x)) : <1Ln g<x>> ,||1im (|| = Lim €)1,
XEE era XEE era xEEa

ve, m = 1 oldugunda ve g fonksiyonunun limiti sifir olmadikca,
lim f(x)/g(x) = <,1i1gf(X)> / (,lig;g(X)>
xek xeFE xeFE
ozellikleri saglanar.

Kamit. Tiim 6zellikler, tanimlarin dogrudan sonuglaridir. O

Ornek 1.5.10. Problem 4’den dolay1, (z,y) — (0,0) icin, 2+ 2z —y — 2 ve
1+ 222 + 3y? — 1 gergeklenir; bu ise, Teorem 1.5.9’dan,

2 - 2
lim _Atz—y Z_9

(2,y)—(0,0) 1 + 222 4 3y? -1

olmas1 demektir.
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Qok-degigkenli bir fonksiyonun limitinin var olup olmadigi belirlenmek is-
tendiginde, fonksiyonun degiskenlerinin her birini bagimsiz olarak hareket et-
tirerek ilgili limiti géz oniine almak dogal olarak akla gelir. Ancak Ornek 1.5.6
ve Ornek 1.5.10 karsilagtirihirsa, bu yéntemin her zaman islemedigi de goriiliir.
Yine de, limit hesaplarinda kolaylik saglayan bu yontemin igletilebilecegi du-
rumlar1 saptamak faydalidir. Bunun igin, yazilimda kolaylik saglamak amaciyla,
kalan kistmda 2-boyutlu Oklidyen uzayda ¢alisilacaktur.

E CR? ve f: E — R™ olarak alinsin, ve (a,b) € R? noktasi F kiimesinin bir
yigilma noktasi olsun. f fonksiyonunun (a,b) noktasindaki ardigik limitleri,
ilgili limitler var oldugunda,

lim lim f(z,y) := lim <hm f(x, y)) ve lim lim f(z,y) := lim (lim f(x,y))

r—ay—b T—a \y—b y—bxr—a y—b \x—a
olarak tanimlanir.

Bir fonksiyonun ardigik limitleri var olmayabilir; var olsalar bile, fonksiyonun
ilgili noktadaki limitinin varhigmi garantilemezler: Ornek 1.5.6’daki f fonksiyo-
nunun (0, 0) noktasindaki ardigik limitlerinin var—ve ikisinin de sifir—olmasina
ragmen, f fonksiyonunun (z,y) — (0,0) igin limiti yoktur.

Ardigik limitler, farkl degerler olarak da var olabilirler.

Ornek 1.5.11. f:R?~ {(0,0)} — R fonksiyonu

72

flz,y) = 21y

olarak verilsin. Her = # 0 igin, y — 0 durumunda z?/(z2? +y?) — 1 oldugundan,

2
x
lim li =li =1
iy iy () = i o
olur; diger taraftan,
x? .0
lim hm f(z,y) = lim lim ——— = lim — =0
y—0z—0 y—0z—0 x4 4 y y—0 y2

gerceklenir.

Yukaridaki gozlemler ve Ornek 1.5.11, ardigik limitlerin ne zaman ayni olduk-
lar1 sorusunu akla getirir. Agagidaki sonug, bir fonksiyonunun bir noktada limiti
varsa ve ayni noktada fonksiyonun ardigik limitleri mevcutsa, bu limit deger-
lerinin egit olduklarini séyler.
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Teorem 1.5.12. I ve J gergel saylar i¢inde a¢ik araliklar olsun ve a € T
ve b € J olarak almsin. Her yo € J i¢in lim,_, £(x,y0) ve her xg € I igin
limy, . f(z0,y) limitleri var olsun. Eger

L:= lm f(x,
(z,y)—(a,b) (z.9)

limiti varsa, bu durumda

= lim lim f(x y) = lim lim f(z,y)

r—ay—b y—br—a
olur.

Kanait. Her z € I igin,
g() := lim £(z,y)
y*)b

olsun. € > 0 sayis: sabitlendiginde § > 0 sayisi, 0 < ||(z,y) — (a,b)|| < § olmas:
IIf(z,y) —L| < e olmasim gerektirecek bigimde segilsin. Ayni zamanda, = € I ve
0 < |z—a| < §/+/2 oldugu varsayilsin. Bu durumda 0 < |y —b| < §/v/2 kogulunu
saglayan her y i¢in, 0 < ||(z,y) — (a,b)|] < & ve

lg(@) = L|l < [lg(=) - f(z, )l + [f(z, y) = L|| <[lg(z) - f(z,y)l| + ¢

gerceklenir. Bu son esitsizligin y — b i¢in limiti almirsa, |z —a| < §/v/2 kosulunu
saglayan her x € [ i¢in ||g(x) — L|| < & oldugu goriiliir; bu ise z — a igin
g(x) — L, yani

L = lim lim f(z,y)

r—a y—b

olmasi demektir. Diger ardigik limitin de var ve L degerine egit oldugu, benzer
bigimde hareket edilerek elde edilir. O

Teorem 1.5.12, bir f fonksiyonunun limitinin var olmadigine gdstermek icin
kullanilabilecek bir diger yontemi onerir: eger f fonksiyonunun bir (a,b) nok-
tasindaki ardigik limitleri varsa ve farkli degerlerse, bu durumda f fonksiyonunun
(x,y) — (a,b) icin limiti yoktur. Diger taraftan Ornek 1.5.11, Teorem 1.5.12°deki
L limitinin var olmasi kogulunun kaldirilamayacagini da gosterir: bir bagka deyis-
le, eger bir fonksiyonun bir noktada limiti yoksa, bu noktadaki ardigik limitlerin
hangi sirayla alindigina dikkat edilmelidir.
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Problemler

1. Asagidaki limitleri sorulan fonksiyonlarin her birinin tanim kiimelerini bulunuz, verilen
limitlerin var olduklarini ispatlayiniz, ve bu limit degerlerini hesaplayiniz:

i z—1 22+4+2—2
(a) lim |
(ey)—1,-n\y—1 z-1

(b) lim (ysmx’tan (E) ,x2+y27xy);
(z,9)—(0,1) T Y

I 21 2%y 2wy +y— (x—1)32
im , ;
(@) —(1,1) \y2+1" 22+4+y2 -2z —2y+2
. <x4 +y' Vel )
lim 5 5 .
(2,9)—(0,0) \ 22 + 42" V/[3](x2 + 42)
2. Asagidaki fonksiyonlarin (0, 0) noktasindaki ardigik limitlerini hesaplayiniz, hangi fonksi-

yonlarin R? iginde (z,y) — (0,0) durumunda limitinin var oldugunu belirleyiniz, ve var
olan limit degerlerini hesaplayiniz:

(©)

(d)

; ; 3 3 a,4
__ sinzsiny Ty |lz|*y .
(a’) f('zl:y) T IQ +y2 ) (b) g(xzy) T .’L’2 +y27 (C) h(l‘ y) 2 +y47 a > 07
2 + y4 r—y
(d) u(z,y) = m? (e) v(z,y) :== W’ a<1/2.

3. i=1,2,3,4i¢in f; : R? — R fonksiyonlar

P (2,y) # (0,0) ises LV, (@) # (0,0) ise;

= q 7t Y) = & F
fi(z,y) {07 Y ey = (0.0) ises fa(z,y) {07 T @ y) = (0,0) ise;
o (a,y) # (0,0) ises S0, (@) #(0,0) ise

= ¢ =+ =g et
fatew) {o, T e = 0,0 s Y {o, T ) = (0,0) ise

olarak; a € R olmak {lizere, j = 1,2, 3,4 icin E; kiimeleri ise
Ey:={(z,y) € R? |y = az}, Fo:={(z,y) € R? |y = az?},
By = {(,y) €B? | 2® =4}, By =R
olarak tamimlansin. Her 4, j € {1,2, 3,4} igin,

lim fi(z,y), lim lm fi(z,y), lm lim f;(z,y)
(z,y)—(0,0) z—0y—0 y—0z—0
(z,y)€E;

limitlerini hesaplayiniz.

4. aj, ... j, skalerler ve N1,..., Ny negatif—olmayan tam sayilar olmak tizere,
7,
P(x1,...,2n E E ajy,...j :)31 st
J1=0 In=0

bi¢imindeki bir fonksiyon, R™ iizerinde bir polinom olarak adlandirilir. P, R™ {izerinde
bir polinom ve a € R™ ise, limx_.a P(x) = P(a) oldugunu ispatlayinz.

5. Teorem 1.5.8 ve Teorem 1.5.9’un kanitlarini tamamlayiniz.
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1.6 R" lizerinde tanimh fonksiyonlarin siirekliligi

Analiz, kendisini betimleyen sifat (reel, kompleks, fonksiyonel, niimerik, vs) ne
olursa olsun, temel olarak, fonksiyonlar kategorisindeki en 6nemli siif olan
stirekli fonksiyonlarn 6zelliklerinin incelenmesidir. Oklidyen uzaylar iizerinde
tanimli—yani, ¢cok-degiskenli—bu tip fonksiyonlarin incelenecegi bu kisimda, tek-
degiskenli teorinin baz klasik sonuglari, §§1.1-1.5 kisimlarinda geligtirilen yapilar
kullanilarak genellestirilecektir.

Asagidaki tamim, tek-degiskenli fonksiyonlar icin gecerli olan tamimin c¢ok-
degigkenli fonksiyonlara dogal olarak genigletilmesidir.

Tanim 1.6.1. R™ uzaymin bog-olmayan bir alt-kiimesi £ ve f : E — R™ bir
fonksiyon olsun.

(i) a € E olmak iizere, her € > 0 igin bir § > 0 sayis;, x € E ve ||x —al| < 0
olmas: ||f(x) — f(a)|| < e olmasim gerektirecek bicimde bulunabiliyorsa, f
fonksiyonuna “a noktasinda stireklidir,” denir.

(i) A C E olmak fizere, eger f fonksiyonu her a € A noktasinda siirekli ise,
f fonksiyonu A dzerinde strekli olarak adlandirilir, ve “f : A — R™
stireklidir,” yazilimi kullanilir.

(iii) Tanmm kiimesi olan E iizerinde siirekli ise, f fonksiyonuna stirekli denir.

Aciklama 1.6.2. Tanim 1.5.2 ve Tanim 1.6.1 karsilagtirilirsa, F kiimesinin bir
yigilma noktasi olan her a € E i¢in, f fonksiyonunun a noktasinda siirekli ol-
masinin

f(a) = lim f(x) (1.6.1)

X—a

xel

esitliginin saglanmasina denk oldugu goriiliir. Diger taraftan, (1.6.1) esitligi ve
Teorem 1.5.8 gz Oniine alimirsa, bir f fonksiyonunun bir a € E noktasinda ya da
bir A C E kiimesi iizerinde siirekli olabilmesi icin, bu fonksiyonun her f; bilegen
fonksiyonunun, sirasiyla, a noktasinda ya da A kiimesi lizerinde siirekli olmasinin
gerekli ve yeterli oldugu sonucuna da ulasilir; diger bir ifadeyle, ¢ok-degerli
fonksiyonlarin siirekliligi gercel-degerli fonksiyonlarin siirekliligine indirgenerek
incelenebilir. Temel iglemler altinda siirekliligin korunmasi da, (1.6.1) esitliginin
ve Teorem 1.5.9’un sonucudur: eger f ve g fonksiyonlar: noktasal olarak ya da bir
kiime tizerinde stirekli iseler, f+g, f-g, ||f||, ve her a skaleri i¢in af fonksiyonlar:
da aym yerde siirekli olurlar.

Teorem 1.5.7’nin basit bir uygulamas: olarak, ilgili noktalarda siirekli olan
fonksiyonlarin bilegkelerinin de siirekli oldugu kolaylikla gdsterilebilir.



1.6 R™ iizerinde tanimli fonksiyonlarin siirekliligi 41

Teorem 1.6.3. ECR", Q CR" f: FEF — Q,veg:Q — RP olsun. Ejer
E dzerinden x — a igin f(x) — L ise ve g fonksiyonu L noktasinda strekli
oluyorsa, bu durumda

lim (g o f)(x) = g <nm f<x>>

X—a
xek xcE

esitligi gerceklenir.

Kanat. Terimleri F \ {a} kiimesinde olan ve a noktasima yakinsayan bir dizi
(xk)ken olsun. Bu durumda, Teorem 1.5.7’den, f(x;) — L ve g(f(xx)) — g(L)
gergeklenir, yani

Jim (gof)(xx) = (L) =g <,liggf(><)>

xeE

olur; bu ise, yine Teorem 1.5.7’den, E {izerinden x — a i¢in (g o f)(x) — g(L)
olmasi demektir. O

Siireklilik kavramina daha yakindan bir bakig, bir fonksiyonun bir noktada
stirekli olmasinin yalniz bu noktada degil, bu noktanin ‘yakininda’ da fonksi-
yonun davramgiyla ilgili bilgi verdigini gosterir. Tanim 1.6.1’den dolayi, eger
f fonksiyonu bir a € E noktasinda siirekli ve ¢ > 0 ise, bir § > 0 sayisinin
f(Bs(a) N E) C B.(f(a)), yani

Bs(a)NE C £!(B.(f(a)))

saglanacak bigimde bulunabildigi goriliir: diger bir ifadeyle, f(a) merkezli bir
acik topun ters goriintiisii, £ kiimesinin a ‘merkezli’ goreli acik bir alt-kiimesini
igerir. Bu gozlem, siirekli fonksiyonlarin karakterizasyonuyla ilgili asagidaki temel
sonuca yol agar.

Teorem 1.6.4. £ C R" ve f : E — R™ olsun. f fonksiyonunun E dzerinde
stirekli olmasy i¢in gerekli ve yeterli kosul, R™ ic¢inde ac¢ik olan her V kimesi
icin £71(V) N E kiimesinin E i¢inde goreli agik olmasidar.

Kamt. £ fonksiyonu E iizerinde siirekli ve V' kiimesi R™ icinde acik olsun.
Genelligi bozmaksizin, £~ (V) N E kiimesinin bos kiime olmadig1 varsayilabilir.
acf Y(V)NE, yani, a € E ve f(a) € V olarak almsin. V agk oldugundan bir
e > 0 sayisy, B.(f(a)) C V saglanacak bicimde vardir. Diger taraftan bir § > 0
sayis1 da, f fonksiyonunun a noktasinda siirekli olmasindan dolayi,

Bs(a)N E C £ (B.(f(a))) C f (V) (1.6.2)
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gerceklenecek bicimde bulunur. Simdi,

U= |J Bsa

aef—1(V)

olarak tamimlansin. Agik kiimelerin bir birlesimi oldugundan, U kiimesi agiktur.
Aynm1 zamanda, V kiimesinin f fonksiyonu altindaki ters goriintiisiine ait olan
noktalar merkezli acik toplarmm birlesimi olmasindan dolay1, U kiimesi f=1(V)
kiimesini igerir: yani, UNE D f~1(V)NE olur. Diger taraftan, (1.6.2)’den dolay1
UNE C f~1(V)NE icermesi de saglanmir. O halde f~1(V)NE = UNE gerceklenir;
bu ise, Tanmim 1.4.7 (i)’ye nazaran, f~!(V) N E kiimesinin F icinde goreli agik
olmasi demektir.

Tersine, € > 0 ve a € E olsun, ve V := B.(f(a)) olarak alinsin. Hipotezden
dolay1, f=1(V) N E kiimesi E icinde goreli aciktir. a € f~(V) oldugundan, o
halde, bir § > 0 sayis1 £ N Bs(a) C £1(V) gerceklenecek bigimde bulunur: bu
ise, x € E ve ||x — a|| < § oldugunda ||f(x) — f(a)| < € olmasi1 demektir—yani f
fonksiyonu a noktasinda siireklidir. O

Acgiklama 1.6.5. Teorem 1.6.4, agik olma kavraminin siirekli fonksiyonlarin ters
goriintiileri altinda korundugunu gosterir. Benzer bigimde, kapali olma kavrami
da siirekli fonksiyonlarin ters goriintiileri altinda korunur (bkz. Problem 3).
Kompakt kiimeler iginse, ayni olgu genel olarak dogru degildir: her > 0 igin
f(z) := 1/x olarak tamimlanan f fonksiyonunun (0, c0) araligi iizerinde siirekli
ve H := [0,1] kiimesinin—Heine-Borel Teoremi'nden dolay1—R i¢inde kompakt
olmasma ragmen, f~1(H) = [1,00) kiimesi—yine Heine-Borel Teoremi’nden
dolay1—kompakt degildir. Agagidaki sonug kompakthgin, siirekli fonksiyonlarin
ters goriintiilerinden ziyade, gorintileri altinda korundugunu soyler.

Teorem 1.6.6. Eger H kimesi R™ icinde kompakt ve £ : H — R™ siirekliyse,
f(H) kimesi R™ i¢inde kompakttur.

Kanst. £(H) kiimesinin bir agik ortiiliisii {V,, | « € I'} olsun. Bu durumda

HCEY(E(H)) C ! (U Va> =t '(va)

acl acl

olur. Dolayisiyla, Teorem 1.6.4’den, H iginde goreli acik olan kiimelerden olugan
{f71(V4) | @ € T} ailesinin H igin bir értiiliis oldugu sonucuna ulagilir. H kiimesi
kompakt oldugundan, bu, §1.4, Problem 7’den dolay,

N
Hc |t (Va,)
j=1
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saglanacak bigimde «q,qs,...,ay indislerinin var olmalari anlamina gelir. O
halde
N N N
et <U f1<Vaj>> — Jer )€ UV,
j=1 j=1 j=1
gerceklenir: yani, f(H) kiimesi kompakttir. O

Acgiklama 1.6.7. ‘Kompakt’ kelimesi ‘agik’ ya da ‘kapali’ kelimesiyle degisti-
rildiginde, Teorem 1.6.6 genel olarak dogru olmaz: her x € R igin f(x) := 22
olarak tamimlanan f : R — R fonksiyonu siirekli ve V := (—1, 1) kiimesi R i¢inde
agik olmasma kargm, f(V) = [0,1) kiimesi R iginde ne acgik ne de kapahdur;
benzer bigimde, her (z,y) € R? i¢in 7(z,y) := z olarak tammlanan 7 : R? — R
fonksiyonu siirekli ve K := {(x,y) € R? | x > 0, y = 1/x} kiimesi R? icinde
kapali olmasina ragmen, m(K) = (0,00) kiimesi R iginde kapal degildir. Diger
bir deyisle, agik ya da kapali olmak, siirekli fonksiyonlarin goriintiileri altinda
korunmaz.

Baglantililik da, kompakthk gibi, siirekli fonksiyonlarin goriintiileri altinda
korunan bir diger ozelliktir.

Teorem 1.6.8. Eger E kiimesi R™ icinde baglantily ve £ : E — R™ siirekliyse,
f(F) kiimesi R™ icinde baglantilidur.

Kamit. f(F) kiimesinin R™ i¢inde baglantili olmadig) varsayilsin, ve buna istina-
den, bu kiimeyi ayiran ve R™ iginde acik olan bir U,V kiimeler ¢ifti alinsin.
Teorem 1.6.4’den dolay1, f=1(U) N E ve f~1(V) N E kiimeleri E iginde goreli
agiktir. f(F) C U UV oldugundan da,

E=(f'(U)nE)U(f(V)NE)

saglanir. Diger taraftan, U NV = @ olmasi nedeniyle, f~*(U)Nf~}(V) = @
gergeklenir. f~1(U) N E, £~1(V) N E, o halde, E kiimesini ayiran bir goreli
acik kiimeler ¢iftidir. Bu ise, Teorem 1.4.8 nedeniyle, E kiimesinin baglantili
olmamas1 demektir. O

Simdiye dek gosterilen sonuclarin sagladigi alt-yapiyla, artik tek-degiskenli
fonksiyonlar igin gegerli olan bazi klasik sonuclar: ¢ok-degigkenli ve gercel-degerli
fonksiyonlara genigletebiliriz.

Teorem 1.6.9 (Ekstremum Deger Teoremi). H, Oklidyen bir uzayin bos-olmayan
ve kompakt bir alt-kiimesi, ve f : H — R stirekli olsun. Bu durumda

M :=sup{f(x) |x € H} wve m:=inf{f(x)|xec H}
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degerleri sonlu gercel saylardir, ve M = f(xpr) ve m = f(Xxm) gerceklenecek
bicimde H kiimesine ait Xp; ve X,, noktalary bulunur.

Kanat. Isteneni M icin gostererek, kaniti benzer olan m ile ilgili sonucun ispatini
okuyucuya birakacagiz. H kompakt ve f siirekli oldugundan, Teorem 1.6.6’dan,
f(H) kiimesi kompakttir. Heine-Borel Teoremi'nden, bu, f(H) kiimesinin ka-
pali ve sinirh olmasi anlamina gelir. Sinirh oldugundan, gergel sayilarin bir alt-
kiimesi olan f(H) kiimesinin supremumu vardir: yani, M degeri sonludur. Diger
taraftan, supremum tanimi kullanilirsa, terimleri H kiimesinde olan ve k — oo
igin f(xr) — M kosulunu saglayan bir (xj)ren dizisinin var oldugu goriiliir.
Bu ise, f(H) kiimesi kapali oldugundan, Teorem 1.3.12 nedeniyle, M € f(H)
olmasi demektir: bir x5; € H noktasi, o halde, M = f(xjs) olacak bigimde
bulunur. O

Teorem 1.6.10 (Ara-Deger Teoremi). E, Oklidyen bir uzaymn baglantil bir alt-
kimesi olsun. Eger f : E — R sirekli, bir a,b € E c¢ifti i¢in f(a) # f(b), ve y
sayise f(a) ve f(b) dejerleri arasinda ise, bu durumda f(x) =y gerceklenecek
bicimde bir x € E noktast vardir.

Kamit. E baglantili ve f siirekli oldugundan, Teorem 1.6.8’den, f(F) kiimesi R
iginde baglantilidir. Bu ise, Teorem 1.4.10’dan, f(F) kiimesinin bir aralik olmasi
demektir: y sayisi bu aralikta oldugundan, o halde, bir x € F i¢in f(x) = y
olmalidir. O

Bu kisimda son olarak, diizgiin siireklilik kavramimi Oklidyen uzaylarda in-
celeyecegiz.

Tanim 1.6.11. £ C R" ve f : E — R™ bir fonksiyon olsun. Eger her ¢ > 0
sayisina kargilik bir § > 0 sayisy, x,a € E ve ||x—al| < § olmas: ||f(x)—f(a)| < e
olmasini gerektirecek bicimde bulunabiliyorsa, bu durumda f fonksiyonuna “F
lizerinde diizgtin streklidir,” denir ve “f : E — R™ diizgiin siireklidir,” yazilimi
kullanilir.

Agiklama 1.6.12. Tanim 1.6.1 ve Tanim 1.6.11 kargilagtirilirsa, diizgiin siirekli
bir fonksiyonun siirekli oldugu goriiliir; stirekli bir fonksiyon ise, genel olarak,
diizgiin siirekli olmak zorunda degildir: her z € R i¢in f(z) := 22 olarak tanim-
lanan f : R — R fonksiyonu, siirekli olmasina karsin, R iizerinde diizgiin stirekli
degildir.

Siirekliligin ne zaman diizgiin siirekliligi gerektirdigi, bu kisimda ispatlanacak
son netice olacaktir. Bunun i¢in 6nce, bu iki kavram arasindaki farki ¢ok iyi
gosteren bir yardimc: sonug kanitlanacaktir.
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Lemma 1.6.13. E C R" ve f : E — R™ dizgiin sirekli olsun. Ejer (Xi)ren
dizisi E i¢inde bir Cauchy dizisi ise, (£(xi))ren dizisi de R™ i¢inde bir Cauchy
dizisidir.

Kanait. € > 0 sayisi1 sabitlensin ve f fonksiyonunun diizgiin siirekli oldugu kul-
lanilarak bir § > 0 sayisi, x,a € E ve ||x — al| < oldugunda ||f(x) — f(a)| < e
gerceklenecek bicimde segilsin. Diger taraftan, (xx)gen dizisinin bir Cauchy dizisi
oldugu kullanilarak bir N € N sayisi, her k,m > N igin ||xx — x,,,|| < 0 olacak
bigimde alinsin. Béylece, k,m > N oldugunda ||f(xy) — f(x,,)|| < € esitsizliginin
saglandig, yani (f(xy))ken dizisinin R™ iginde bir Cauchy dizisi oldugu elde
edilmig olur. O

Agiklama 1.6.14. Lemma 1.6.13, Cauchy dizilerinin diizgiin siirekli fonksiyon-
larla yine Cauchy dizilerine gonderildiklerini gdsterir. Ayni sonug, genel olarak,
stirekli fonksiyonlar igin dogru degildir: E := (0, 1] olmak iizere, f(z) := 1/x
olarak tamimlanan f : E — R fonksiyonu F {izerinde siirekli ve (1/k)ren
dizisi—Teorem 1.3.10 nedeniyle—F iginde bir Cauchy dizisi olmasima karsin,
(f(1/k))ken = (k)ren dizisi—yine Teorem 1.3.10 nedeniyle—R i¢inde bir Cauchy
dizisi degildir.

Artik, kompakt kiimeler iizerinde tanmimli fonksiyonlar i¢in diizgiin siirekliligin
stireklilige ek bir bilgi getirmedigini—cilinkii ona denk oldugunu—gosterebilecek
durumdayz.

Teorem 1.6.15. H C R" kompakt ve f : E — R™ olsun. f fonksiyonunun H
tzerinde strekli olmasu i¢in, bu fonksiyonun H dzerinde dizgin siirekli olmast
gerekli ve yeterlidir.

Kamit. Agiklama 1.6.12, verilen kogulun f fonksiyonunun H iizerinde siirekli
olmasi i¢in yeterli oldugunu gosterir.

Tersine, f fonksiyonu bir kompakt H C R"™ kiimesi tizerinde siirekli olsun. Bir
geligkiye ulagmak amaciyla, f fonksiyonunun H {izerinde diizgiin siirekli olmadig:
kabul edilsin. Bu durumda bir €9 > 0 sayis, her k € N igin ||x — yx|| < 1/k ve

1f(xx) — £(yx)ll = o (1.6.3)

kogullarini saglayan xj,yr € H noktalar1 var olacak bigcimde bulunur. Heine-
Borel Teoremi’'nden, kompakt olan H kiimesi dizisel kompakttir; yani (xx)ren
dizisinin, j — oo igin xz; — x € H gergeklenecek bigimde bir (xy,);en alt-dizisi
vardir. Ayni nedenlerle (yy, ) en dizisinin, v — oo igin yx, — y € H saglanacak
bigimde bir (y, )ven alt-dizisi bulunur. (x;);jen dizisinin bir alt-dizisi olmas
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sebebiyle (xx; )ven dizisi igin v — co durumunda x;, — x gergekleneceginden
ve f siirekli oldugundan, (1.6.3), Teorem 1.5.7, ve Teorem 1.5.9 kullamilarak,
If(x) — f(y)|| = €0 > 0 olmas1 gerektigi boylece goriiliir: yani, f(x) # f(y)
sonucuna ulagilir. Ancak bu, her k¥ € N i¢in gegerli olan ||xx — yx| < 1/k
esitsizliginden dolay: gergeklenen x =y, yani f(x) = f(y) durumuyla geligir. O

halde varsayim yanlig, yani f fonksiyonu H {izerinde diizgiin siireklidir. O
Problemler
1.
Fy) = {g_l”m_y" n 7y ise
, T =y ise;

olarak tanimlanan f : R2 — R fonksiyonunun siirekli oldugunu ispatlayiniz.

2. 7 € Q ve s € R~ Q oldugunda f(r,s) = 0 olan f : R? — R fonksiyonu siirekli ise, her
(z,y) € R? i¢in f(z,y) = 0 oldugunu kanitlayiniz.

3. ECR"vef:E — R™ olsun. f fonksiyonunun F iizerinde siirekli olmasi igin, R™ icinde
kapali olan her C kiimesi i¢in f~1(C) N E kiimesinin E i¢inde goreli kapali olmasinin
gerekli ve yeterli oldugunu kanitlayimniz.

4. X veY Oklidyen uzaylar, H C X kompakt bir kiime, ve f : H — Y bir siirekli fonksiyon

olsun.

(a)

(b)

Her ¢ > 0 sayisina karsilik,

N
HC | Bs;(x5) ve £(HNBas,(x;)) C Beya (£(x;))
j=1
saglanacak bigimde x1,...,xy € H noktalarinin ve d1,...,0n pozitif gergel
sayilarinin var oldugunu ispatlayiniz.
(a) kismindaki sonucu kullanarak, Teorem 1.6.15 igin bagka bir kanit veriniz.

5. X ve Y Oklidyen uzaylar, H C X, ve f : H — Y fonksiyonu H iizerinde bire-bir olsun.

()
(b)

Her £ C H igin, (f~1)~! = f(E) oldugunu gosteriniz.

Problem 3 ve (a) kismindaki sonucu kullanarak, H kiimesi kompakt ve f fonksi-
yonu H iizerinde siirekli ve bire-bir ise, f 1 fonksiyonunun f(H) iizerinde siirekli
oldugunu ispatlayiniz.

U:={x €R|1<|x]|loc <3} ise, ||a]] = min{||x|| | x € U} gergeklenecek
bi¢imde bir a € U noktasinin var oldugunu gosteriniz.

X ve Y Oklidyen uzaylar ve f : X — Y bir lineer fonksiyon olsun. Bir e € X birim
vektoriiniin, X igindeki her x birim vektorii igin ||f(x)] < ||f(e)] gergeklenecek
bi¢imde var oldugunu ispatlayiniz.

Her a,b € S noktas: igin bir f : [0,1] — R" siirekli fonksiyonunun, f(0) = a,
f(1) = b, ve her t € [0,1] igin f(¢t) € S gergeklenecek bi¢imde bulunabildigi bir
S C R”™ kiimesi, yay-baglantils olarak adlandirilir. R™ uzaymin yay-baglantili
bir alt-kiimesinin baglantili oldugunu ispatlayiniz.
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(b)

(©)

R? uzaymin, (1,3) ve (4, —1) noktalarini igeren baglantili bir alt-kiimesi S olsun.
S kiimesinin z = y dogrusu iizerinde bulunan bir nokta icerdigini gosteriniz.

E C R"™ olsun. E kiimesinin herhangi iki noktasi1 birbirine gokgensel bir yolla
baglanabiliyorsa, yani her a,b € F igin sonlu sayida x, € F (k = 1,...,N)
noktalary, xo = a, xy =b,ve k =1,..., N icin L(xi_1;x)) C E olacak bigimde
bulunabiliyorsa, E kiimesi ¢okgensel baglantils olarak adlandirilir. R™ igindeki
her ¢okgensel baglantili kiimenin baglantili oldugunu ispatlayiniz.

E C R"™ kiimesi agik ve baglantili, ve xg € E olsun. U, F iginde kalan ¢okgensel
bir yolla xop noktasina baglanabilen x € E noktalarindan olusan kiime ise, U
kiimesinin agik oldugunu gosteriniz.

R"™ igindeki acik ve baglantili her kiimenin ¢okgensel baglantili oldugunu kanit-
layiniz.

9. H, Oklidyen bir uzayin bog-olmayan ve kompakt bir alt-kiimesi olsun.

(a)

f: H— R™ siirekli ise,
Ifllcc := sup I£(x)]|
xc€H

biiyiikligiiniin sonlu oldugunu, ve bir xg € H noktasmn ||f(xo)|| = ||f||cc esitligi
gergeklenecek bigimde var oldugunu gdsteriniz.

Her k € N igin f}, : H — R™ fonksiyonlarindan olusan bir (fi)ren dizisi ve bir
f : H — R"™ fonksiyonu igin, eger her ¢ > 0 sayisina karsihik bir N € N sayist,
k > N ve x € H olmas: |fy(x) — f(x)|| < € olmasim gerektirecek bigimde bu-
lunabiliyorsa, “(fx)ren fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna H iizerinde diizgiin
yakinsadrge,” sOylenir. (fy)ren fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna H {izerinde
diizgiin yakinsamas igin, R iginde ||fy — f]jcc — 0 olmasinin gerekli ve yeterli
oldugunu kanitlayiniz.

Bir (fx)ken fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna H {izerinde diizgiin yakinsamasi
i¢in gerekli ve yeterli kogulun, her € > 0 sayisi igin bir N € N sayisinn, k,m > N
olmasi ||fy, — fm|lcoc < & olmasim gerektirecek bigimde bulunabilmesi oldugunu
ispatlayiniz.

10. X bir Oklidyen uzay olsun.

(a)
(b)
(©)

a € R ve b € X olmak iizere, f(x) := ax + b olarak tanimlanan f : X — X
fonksiyonunun diizgiin siirekli oldugunu gosteriniz.

Her x € X i¢in g(x) := ||x||oc olarak tamimlanan g : X — R fonksiyonunun
diizgiin siirekli oldugunu kanitlayiniz.

M C X bos kiime degilse, her x € X i¢in
d(x) := inf{||x —m]| | m € M}

olarak tanmimlanan d : X — R fonksiyonunun siirekli oldugunu gosteriniz, ve bu
fonksiyonun hangi kosullar altinda diizgiin siirekli oldugunu belirleyiniz.






2 R" tizerinde
diferansiyellenebilme

(Qok-degiskenli fonksiyonlar icin diferansiyellenebilme kavrami, boyutu birden
bityiik olan Oklidyen uzaylarin topolojik yapilarinin gercel sayilarinkinden farkl
olmasindan dolayi, tek-degiskenli fonksiyonlar ic¢in tiirevin var olmasina denk
olan aymi kavrama nazaran ciddi farkliliklar arzeder. Bu farkliliklar: belirlemek
ve tek-degiskenli fonksiyonlar icin gegerli olan temel sonuclarin gok-degiskenli
fonksiyonlar i¢in benzerlerini elde etmek, bu béliimiin baglica ugras konusunu
olusturacaktur.

2.1 Kismi tiirevler ve integraller

Degisken sayisi birden fazla olan fonksiyonlar icin tiirev ve integral kavramlarini
tanimlamanin ilk akla gelen ve en dogal olan yolu, degigkenlerin her birini bagim-
s1z olarak hareket ettirerek ilgili yapilar: tek-degigkenli teorinin standart araclari
vasitasiyla kurmaktir. Bu gekilde elde edilecek nesnelerin—yani, kismi tirevlerin
ve kismi integrallerin—ve limit alma igleminin degismeli olacagi kogullar1 belir-
lemek, bu kismin ana gayesidir.

Hicbiri bosg kiime olmayan sonlu sayida bir Ey, Fs, ..., E, kiimeler ailesinin
kartezyen carpima,

Eyx Ey x - x Eyi={(z1,22,...,2,) | 7 =1,2,...,n i¢in x; € E;}

olarak tanimlanan kiimedir. R kiimesinin n tane alt-kiimesinin kartezyen ¢arpima,
o halde, R™ kiimesinin bir alt-kiimesi olur. n tane kapali ve sinirli araligin
kartezyen carpimi, R™ i¢inde bir dikddrtgen, ya da bir n-boyutlu dikdort-

gen olarak adlandirihir. Eger her j = 1,...,n i¢in |b; — a;| =: s ise, n-boyutlu
R :=[a1,b1] X -+ X [an, b,] dikdortgenine ayrit uzunlugu s olan bir n-boyutlu
kiip denir.

Gergel-degerli f : {z1} x --- x {zj_1} x [a,b] x {zj_1} x -~ x {z,} = R
fonksiyonu goz oniine alinsin. Her ¢ € [a, b] igin

g(t) = f(331,~-~7$j—17t,$j+17--~733n)

49
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seklinde tamimlanan tek-degiskenli fonksiyon f(z1,...,2;-1,, Tj+1,...,Ty) Ola-
rak gosterilecektir. Eger g fonksiyonu [a, b] aralig: iizerinde integrallenebiliyorsa,
f fonksiyonunun z; degiskenine gore [a, b] aralig1 tizerindeki kism? integrali

Lbf(xl,...,mn)dmj - [g(t)dt

olarak tammlanir. Eger g fonksiyonu bir ¢y € (a,b) noktasinda diferansiyel-
lenebiliyorsa, f fonksiyonunun z; degiskenine gore (x1,...,2j_1,%0, Zjt1,...,Zn)
noktasindaki kzsmi tiirevi (ya da birinci-mertebeden kismi tirevi)

Jo; (@1, w51, t0, T, Tp)
of
= %(1’1, “e ,.’ﬂj_l,to, CEj+1, e ,IL’n) = g/(to)
J
bi¢iminde verilir. Dolayisiyla, kismi tiirev tanimi tek-degiskenli fonksiyonlar igin
gegerli olan tiirev tanimiyla birlikte diisiiniiliirse, f,, kismi tiirevinin bir a nok-
tasinda var olmasi igin,

of .\ fla+he) — f(a)
B, (@)= Jimy ;i

limitinin varhigimin gerekli ve yeterli oldugu goriiliir.

Gergel-degerli fonksiyonlar i¢in yapilan kismi tiirev tanimi, ¢ok-degerli fonksi-
yonlara dogal olarak genisletilebilir: eger j € {1,2,...,n}, V. C R™ bir agk
kiime, ve f := (f1,..., fm) : V — R™ bir ¢ok-degerli fonksiyon ise, f fonksiyo-
nunun her bilesen fonksiyonunun z; degiskenine gére a € V noktasindaki kismi
tirevleri var oldugunda,

fa:j (a) = éicf](a) = <g£(a)7 t g'};tl(a)>

olarak tanimlanan gok-degerli fonksiyona f cok-degerli fonksiyonunun z; degiske-
nine gore birinci-mertebeden kismi tiirevi denir. Yiiksek-mertebeli kismi
tiirevler, gergel- ya da cok-degerli fonksiyonlar icin, iterasyon yoluyla dogal
olarak tamimlanir: 6rnegin, gergel-degerli f fonksiyonunun x; ve xj degisken-
lerine gore tkinci-mertebeden kismi tirevi

faja o = 0 <8f> (2.1.1)

- dxpdx; Oz, \Oxj
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bi¢iminde tanimlanan fonksiyondur; benzer olarak, pi,...,p, negatif-olmayan
tam sayilar, p :=p1 + -+ -+ pn, Ve i1,...,0p € {1,2,...,n} olmak iizere, gergel-
degerli f fonksiyonunun p’inci-mertebeden kismi tiirevlerini gosteren

orf orf

_— v¢ =
P1 L
Oxy' -+ Oxy" 0x;, - - ~8,’Eip

sembollerinin anlamlar1 aciktir. j # k oldugunda, (2.1.1) ile verilen ikinci-
mertebeden kismi tiirevler karigik olarak adlandirilir.

Simdiye dek elde edilenler, agagidaki 6nemli fonksiyon ailelerinin tanimlan-
masina olanak saglar.

Tamim 2.1.1. V C R"™ bir agik kiime, f : V' — R™ bir fonksiyon, ve p € N
olsun.

(i) 1 < k < p olmak tizere, eger her k i¢in f fonksiyonunun k’inci-mertebeden
kismi tiirevleri varsa ve V iizerinde siirekli ise, f fonksiyonuna “V {iize-
rinde CP-swnafindandir,” denir, ve bu tip fonksiyonlarim ailesi igin CP (V)
yazilimi kullamilir. V' {izerinde siirekli olan fonksiyonlarin ailesi C(V) ile
gosterilir.

(ii) Her p € Nigin f € CP(V) ise, f fonksiyonunun “V {izerinde C*°-swnsfindan
oldugu,” sdylenir, ve bu tip fonksiyonlarmm ailesi C*>°(V") olarak gosterilir.

Yazilvmda kolayhk saglamak amaciyla, bu kismin kalan parcasindaki sonuglar
n = 2 durumu i¢in verilecek, ve x1 ve xo degiskenleri yerine, siraswyla, x ve y
yazilacakwr. Notasyonda gerekli degisiklikleri yaparak ilgili sonuclarin her n € N
i¢in dogru olduklarine gézlemlemek olduk¢a kolaydur.

Kismi tiirev ve kismi integral kavramlar: temel olarak ‘bir-boyutlu’ fikirler
olduklarindan, tek-degiskenli fonksiyonlarin tiirevleri ve integralleriyle ilgili her
sonug, kismi tiirevler ve kismi integraller hakkinda bilgi igerir. Tipik bir 6rnek,
tek-degiskenli fonksiyonlarin tiirevleri i¢in gegerli olan Carpim Kurali* nedeniyle,
fz ve g, var olduklarinda,

) ) B
afz(fg) = fafz +gaf£

esitliginin gergeklenmesidir. Benzer bigimde, tek-degigkenli Ortalama Deger Teo-
remi? kullanilarak, f(-,y) fonksiyonu [a,b] araligi {izerinde siirekli ve f.(-,y)

*Bkz. [17, Theorem 2.13].
2Bkz. [17, Theorem 2.16].
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kismi tiirevi (a,b) araligi tizerinde var oldugunda, y degerine bagli olan bir
¢ € (a,b) sayisimn
of

f(b7y) - f(a7y) = (b_a)%(cvy)

saglanacak bicimde bulunabilecegi goriiliir. Diger taraftan Integral Hesabin Temel
Teoremi,3 f(-,y) fonksiyonu [a,b] araligh iizerinde siirekli ise

a T
5 [ fewa =@y

esitliginin dogru olacagini; ayn zamanda da f,(-,y) kismi tiirevi [a,b] aralig
iizerinde varsa ve bu aralik tizerinde integrallenebiliyorsa

" ) da = f09) ~ fa)
. o1 Y = Y Y
esitliginin saglanacagim bildirir.
11k olarak, karigik kismi tiirevlerin hangi kogullar altinda esit olduklarini gore-
lim.

Teorem 2.1.2. V C R? bir agk kiime, (a,b) € V, ve f : V — R olsun. Eger f
fonksiyonu V iizerinde C*-sinafindan ise ve f fonksiyonunun karisik kismi tiirev-
lerinden biri V dzerinde varsa ve (a,b) noktasinda sirekli oluyorsa, bu durumda
f fonksiyonunun diger karisik kismi tirevi de (a,b) noktasinda vardwr, ve

0% f 0% f
OyOx (a,0) = 0xdy (a,)
esitligi saglanar.

Kamt. fye kismi tiirevi V' iizerinde var ve (a,b) noktasinda siirekli olsun. Bir
r > 0 sayis1 B,((a,b)) C V gergeklenecek bigimde alinsin, ve |h| < 7/v/2 ve
|k| < r/+/2 icin

A(h k) := f(a+h,b+ k) — f(a+ h,b) — f(a,b+ k) + f(a,b)
olarak tamimlansin. Ortalama Deger Teoremi iki kere kullanildiginda,

of of
A = + + - =
(h,k) =k ” (a+h,b+nk)—k ” (a,b+ nk) = hk

0% f
0x0dy

(a + Yh,b+ nk)

3Bkz. [17, Theorem 3.13|.
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esitligi saglanacak bigimde ¢, € (0,1) sayilarimn var olduklarn goriiliir; bu
ise, son egitlikteki karigik kismi tiirev fonksiyonunun (a,b) noktasinda stirekli
olmasindan dolay1,

2
lim lim Alh.k) _ O°f

k—0h—0 hk _8x8y(a’) (2:1.2)

olmasi demektir. Diger taraftan, yine Ortalama Deger Teoremi’nden dolay1 bir
£ €(0,1) sayist,

A(hk) = fla+h,b+k)— f(a,b+k)— fla+ h,b)+ f(a,b)
= af(aJrgh b+ k) — gf(aJrfh b)

gergeklenecek bi¢imde vardir. Boylece, (2.1.2) nedeniyle,

1 /0f of )

%E%}lblirb%(a (a+Eh, b+ k) — o —(a+&h,b)
o A(k) of
_%Er%)%% hk _632834(&’)

oldugu goriiliir. f, fonksiyonunun B, ((a,b)) lizerinde siirekli olmasi nedeniyle
yukaridaki ilk esitlikte h = 0 alinabileceginden, o halde,

0% f 1 /0f af _0*f
oyoz @b = im ¢ (a (0,04 k) =55 (a’b)) = 90y @Y
sonucuna ulagilir. O

Aciklama 2.1.3. Teorem 2.1.2, verilen kogullar altinda birinci-mertebeden kismi
tiirevlerin degismeli olduklarim soyler. Agagidaki 6rnek, teoremin hipotezindeki
ikinci-mertebeden kismi tiirevin siirekli olmasi kogulunun genel olarak kaldirila-
mayacagini gosterir.

Ornek 2.1.4. f:R? — R fonksiyonu

2_,2 .
f(x,y) = vy (§2+32) , (w,y) # 0 ise;
| 0, (z,y) = 0 ise;
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olarak tamimlansin. Tiirev kurallar kullamilarak, her (z,y) # (0,0) igin,
of 0 (x%—y? 0 z? — 2
%(x,y) - Sﬂy% <JJ2 ¥ yg + %(xy) $2 I yg

dzy? . 22 — 2
= x R, — - %
Yy (22 + 42)2 Y\ 2 + 2

of 0 (2% —y? 9] 2% — g2
st = o () + gyt ()
a2y 22 — o2
- ()t ()
oldugu goriiliir. 2|zy| < 22 + y? oldugundan, o halde, her (x,y) # (0,0) icin
|fz(z,y)| < 2ly| ve |fy(z,y)| < 2|x| gergeklenir; bu ise, (z,y) — (0,0) igin,

fz(z,y) = 0ve fy(x,y) — 0 olmas1 demektir. Diger taraftan, kismi tiirev tanimi
kullanilarak,

ve

aof . f(h,0) = f(0,0) . 0-0
9z (00) = lim h = fim ——=0
e of £(0,h) — £(0,0)
. f(0,h) = f(0,0) . 0-0
5y (%-0) = fim, i = Jin == =0

elde edilir. O halde, f € C*(R) gerceklenir. Ote yandan, yine kismi tiirev tanimi
kullanilirsa,

82f T fﬂi(oah)_fw(oao) BT —h—0 _
ayor >0 = Jim, I =l —— =1
b ’ (h,0) — £,(0,0)
o°f Ty £,(0,0 . h—0
goay O0) = finy g = iy 5

oldugu goriiliir.

Kismi integral ve limit iglemleri, integrand bir dikdortgen iizerinde stirekliyse,
degigmelidir.
Teorem 2.1.5. H := |[a, b} [c d] bir dikdortgen ve f : H — R bir stirekli
fonksiyon olsun. Eger F(y fa x,y)dx ise, F fonksiyonu [c,d] araliju tize-
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rinde streklidir; yani,

b b
iy [ Sepde= [ i fe)ds

Y—Yo
y€lc,d] y€le,d]

esitligi her yo € [c, d] i¢in gerceklenir.

Kanit. Kapali ve sinirh bir aralik {izerinde siirekli olan tek-degigkenli bir fonksi-
yon bu aralik iizerinde integrallenebildiginden? ve her y € [¢,d] igin f(-,y)
fonksiyonu [a, b] tizerinde siirekli oldugundan, her y € [¢, d] igin F(y) vardir.

Yo € [c,d] noktasi sabitlensin ve & > 0 almsin. Heine-Borel Teoremi’nden
dolay1 H kompakt oldugundan, Teorem 1.6.15 kullanilarak bir § > 0 sayisinn,
(z,y), (z,w) € H ve ||(z,y) — (z,w)|| < ¢ oldugunda

e

Fay) = few)l < 5

—a

saglanacak bigimde var oldugu goriiliir. Bu ise, |y — yo| = [|(z,y) — (z,y0)]|
olmasindan dolayl, |y — yo| < ¢ kosulunu saglayan her y € [¢, d] igin

b
F(y) - F(yo)| < / £ y) — fle.0)] <<

olmasi demektir. O halde, [c, d] lizerinden y — yp i¢in F(y) — F(yo) gerceklenir.
O

Kismi tiirev fonksiyonu bir dikdortgen tizerinde siirekli oldugunda, tiirev ve
integral iglemleri de degismelidir. Integral isareti altinda tirev islemi olarak
adlandirilan bu 6nemli sonug, asagidaki gibi verilir.

Teorem 2.1.6. H := [a,b] X [c,d] bir dikdortgen ve f : H — R bir fonksiyon
olsun. Her y € [e,d] i¢in f(-,y) fonksiyonunun [a,b] tzerinde integrallenebilir
oldugu, ve her x € [a,b] i¢in fy(z,-) kismi tirevinin [c,d] tzerinde var oldugu
kabul edilsin. Eger fy(z,y) fonksiyonu H tzerinde sirekli ise, bu durumda her

y € [e, d] igin
d [° 9
o[ rewar= [ Fyas

esitligi saglanar.

4Bkz. [17, Theorem 3.1].
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Kanit. f,(x,-) kismi tiirevinin [c, d] izerinde var olmasi, aym kismi tiirevin (¢, d)
tizerinde var olmasi ve

B —
o) = tim HECENZI@E g gy i
limitlerinin var olmalar1 anlamina geldiginden, istenen, her y € [¢, d) i¢in

fxy—i—h flaey) [P of
h—>0+/ du = a 8 ( )dl‘

esitliginin, ve her y € (¢, d] i¢in

/ fxy+h / (@
h~>0 (9 y

esitliginin saglandigi goriiliirse kanmitlanmig olur. Kanitlar: benzer oldugundan,
sadece ilk esitligin saglandigini gosterecegiz.

x € [a,b] ve y € [c,d) noktalar1 sabitlensin ve h > 0 sayisy, y + h € [¢,d)
olacak bi¢imde segilsin. Ortalama Deger Teoremi'nden dolay: y ve y+h noktalar:
arasinda bulunan bir z(x; h) noktasi,

flx,y+h) = fle,y)  Of _
3 ay( z,z(z; h))

gergeklenecek bigimde vardir; bu ise, h — 07 i¢in z(z;h) — y oldugundan,
Teorem 2.1.5’den,

b9 )
7/ f(z,y dgc—hli)r(r;r[l %(x,z(m;h))dmz[z %(m,y)dm

olmas1 demektir. O

Tanim 2.1.7. a < b genisletilmis gercel sayilar, I gercel sayilar i¢cinde bir aralik,
ve f: (a,b) x I — R olsun. Eger her y € I igin f(-,y) fonksiyonu (a,b) aralig
tizerinde genellegtirilmig-integrallenebiliyorsa,3 ve her ¢ > 0 i¢in A, B € (a,b)

5Simurh olmasi gerekmeyen bir (a,b) aralig: tizerinde tamimh bir f : (a,b) — R fonksiyonuna,
(a,b) araliginin her [c,d] kapali alt-araligl {izerinde integrallenebiliyorsa, (a,b) iizerinde
lokal-integrallenebilir denir. Eger f fonksiyonu (a, b) lizerinde lokal-integrallenebiliyorsa

ve . J
/ f(z)dz := lim < lim / f(z) d:r)
a c—at \d—b— c

olarak gosterilen limit var ve sonlu ise, f fonksiyonu (a,b) lizerinde genellegtirilmis-
integrallenebilir olarak adlandirilir. Bu durumda fab f(x) dz limitine, f fonksiyonunun
(a, b) tizerindeki genellegtirilmig integrali denir.
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gercel sayilari
<e

Lbf(x,y)dx—[ff(x,y)d:c

esitsizligi her « € (a, A), B € (B,b), ve y € I igin saglanacak bigimde buluna-
biliyorsa,

ff(rf,y)dw

genellegtirilmis integraline I iizerinde diizgiin yakinsak denir.

Asagidaki sonug, genellegtirilmis integrallerin diizgiin yakinsak olup olmadik-
larini belirlemek i¢in olduk¢a kullanighdir.
Teorem 2.1.8 (Weierstrass M-testi). a < b genisletilmis gercel saylar, I C R
bir aralik, f : (a,b) x I — R bir fonksiyon, ve her y € I i¢in f(-,y) fonksi-
yonu (a,b) tzerinde lokal-integrallenebilir® olsun. Eger (a,b) tizerinde mutlak-
integrallenebilir? olan ve her x € (a,b) vey € I igin |f(x,y)| < M(z) kosulunu
saglayan bir M : (a,b) — R fonksiyonu varsa, o zaman

ff(x,y)dw

genellestirilmis integrali I izerinde diizgin yakinsaktur.

Kanit. Hipotez ve genellestirilmis integraller icin Karsilastirma Teoremi® goz
o b . . L g
ontine almirsa, [’ f(x,y)dz integralinin her y € I igin var ve sonlu oldugu
goriiliir. Ayrica, M fonksiyonu (a,b) iizerinde genellegtirilmis integrallenebilir
oldugundan, a < A < B < b ve

[IAM(x)dx—i—[:M(x)dx<5

gergeklenecek bigimde A ve B gergel sayilar1 bulunur. O halde, her y € I ve
a<a<A<B<f<bkogulunu saglayan her a ve 3 sayisi igin,

Abf(x,y)dx—lff(x,y)dx < /laf(x,y)|da:+/;|f(x7y)dx

< /IAM(J:)dac—l—[:M(x)da?<e

6Bkz. Dipnot 5.

7Smurli olmas1 gerekmeyen bir (a,b) araligr lizerinde tamimh ve bu aralik iizerinde lokal-
integrallenebilir olan bir f : (a,b) — R fonksiyonu, eger |f| fonksiyonu (a,b) lizerinde
genellestirilmis-integrallenebiliyorsa, (a, b) lizerinde mutlak-integrallenebilir adin alir.

8Bkz. [17, Theorem 3.17].
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olur. O
Genellestirilmisg integraller igin, Teorem 2.1.5’dekine benzer bir sonug dogrudur.

Teorem 2.1.9. a < b genisletilmis gercel sayzlar c < d sonlu gergel sayilar,
ve f:(a,b) X [¢,d] — R stirekli olsun. Eger F(y fa x,y) dx integrali [c, d]
tizerinde dizgin yakinsak ise, F' fonksiyonu [c d] uzemnde streklidir; yani,

b b
Jim [1 f(z,y)de = /L Jim - f(z,y) de
y€le,d] y€Ele,d|

esitligi her yo € [e,d] i¢in gerceklenir.

Kanat. € > 0 ve yo € [c,d] sabitlensin. a < A < B < b kogulunu saglayan A ve
B gergel sayilar, her y € [c, d] igin

waA%mwm

gergeklenecek bigimde segilsin. Teorem 2.1.5 kullanildiginda bir § > 0 sayisinin,
|y — yo| <  kogulunu gergekleyen her y € [c, d] i¢in

<<
3

B 13
‘/Iﬂ%w—f@wwwx<g
A

olacak gekilde var oldugu goriiliir. Bu ise, |y — yo| < ¢ kogulunu gergekleyen her
y € [c,d] igin

B B
ﬂw—ﬂw|<‘ﬂw—/fmwmwﬁfqmm—ﬂ%WMx

‘yo /fxyo

# 1@ - Sam)lde <o
A

2e
<
3

olmasi demektir. O

Teorem 2.1.6 ile verilen ve kismi tiirev ve integralin degismeli oldugu du-
rumlar: sabitleyen sonug, genellestirilmig integraller icin de—agagidaki kogullar
altinda—gecerlidir.
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Teorem 2.1.10. a < b genisletilmis gercel saylar, ¢ < d sonlu gergel sayilar,
[ (a,b) x [e,d] — R siirekli, ve her y € |c,d] igin F(y) = [, f(z,y)dz
genellestirilmis integrali var olsun. Eger f,(x,y) fonksiyonu (a,b) x [c,d] dze-
rinde var ve strekli ise, ve

b 8f

o(y) = | Z-(x,y)ds

a Oy
genellestirilmis integrali [c,d] dzerinde dizgin yakinsak oluyorsa, o zaman F
fonksiyonu [c,d] tzerinde diferansiyellenebilirdir ve F'(y) = ¢(y) gerceklenir;
yani, her y € [c,d] igin

;‘;Lbfu,y)dx:/fgi(m,y)dx

Kanat. Genellegtirilmis integral tanimi ve Teorem 2.1.6’nin sonucudur. O

esitlige saglanar.

Problemler

1. Asagidaki fonksiyonlarin ikinci-mertebeden tiim karigik kismi tiirevlerini hesaplayiniz,
ve bu tiirevlerin esit olduklarini belirleyiniz:

Tty

(a) f(z,y) :=ze’;  (b) g(z,y) :=cos(zy); () h(z,y) :=

2241

2. Asagidaki fonksiyonlarin birinci-mertebeden tiim kismi tiirevlerini hesaplayiniz, ve bu
tiirevlerin siirekli olduklar: bélgeleri belirleyiniz:

. ry
(a) f(z,y) = 2® +sin(zy);  (b) g(z,y,2) = T (©) h(z,y) = V(2® +9?).
3. Asagidaki fonksiyonlar i¢in f; kismi tilirevini hesaplayimiz, ve bu tiirevin siirekliligini
inceleyiniz:
4 4

(@) flz,y) = Sy, (2,y) #(0,0) ise;
’ 0, (,y) = (0,0) ise;

z®—y® ise:

(b) Fayy) = | VoIt (2y) 7 (0,0 ises

0, (z,y) = (0,0) ise.

4. R™ igindeki her dikdortgenin kompakt oldugunu ispatlayiniz.

5. H := [a,b] X [c,d] bir dikdortgen, f : H — R stirekli, ve g : [a,b] — R integrallenebilir
olsun.

b
F(y) ::/ g(z)f(z,y) dz

olarak tanimlanan F' fonksiyonunun [c, d] lizerinde diizgiin siirekli oldugunu gdsteriniz.
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1 2 2
cos(z?® +y )d:v
0 Va

integralinin (—oo, 00) aralig: tizerinde diizgiin yakinsak oldugunu kanitlayiniz.

(b) fooc e~ *Y dr integralinin [1, c0) lizerinde diizgiin yakinsak oldugunu ispatlayinz.

(c) fooo ye %Y dz integralinin; her y € [0, 00) i¢in var oldugunu, her [a,b] C (0, c0)
araligy tizerinde diizgiin yakinsadigini, fakat [0, 1] araligi tizerinde diizgiin yakin-
samadigini gosteriniz.

7. Asagidakileri hesaplayimiz:

1 1
(a) lim / cos(z?y + xy?) du; (b) 4 </ V(2 +zy+y+2) dz)
0 _

y—

_ mwcosy d e ®Wging
(c) lim dz; (d) — ——dzx
y—0T \/[3 1—m+y) dy . xT
Tanim 2.1.11. f:(0,00) — R bir fonksiyon olmak {izere, eger

L{f}(s) ::/ e f(t) dt
0

)

y=0

y=1

integrali yakinsaksa, “f fonksiyonunun s € (0, c0) noktasindaki Laplace déniigtimi
vardir,” denir.
8. Asagidakileri gosteriniz:
(a) Her s > 0 icin, £{1}(s) =1/s;
(b) her s >0 ve n € N igin, L{t"}(s) = n!/s"t1;
(c) a € R olmak iizere, her s > a igin, £{e**}(s) = 1/(s — a);
(d) her s >0 ve b€ R igin, L{cos(bt)}(s) = s/(s? + b?);
(e) her s >0 ve b € R igin, L{sin(bt)}(s) = b/(s + b2).

9. f:(0,00) — R siirekli ve sinirhi bir fonksiyon olarak alinsin, ve bir a € (0, 00) igin L{f}
Laplace doniigiimii var olsun. Her ¢ € (0, c0) igin,

t
() ::/ e Y f(u)du
0

olarak tamimlansin.
(a) Her N € N igin

N N
/ e St f(t)dt = p(N)e C~DIN 4 (s —a) / e~ (5=t (1) dt
0 0

oldugunu gosteriniz.
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(b) Her b > a igin fooo e~ (s=a)t(t) dt integralinin [b,00) aralig iizerinde diizgiin
yakinsak oldugunu, ve her s > a igin

/Oo e Stf(t)dt = (s — a) /Oo e~ (=Dt (1) dt
0 0

esitliginin saglandigini kanitlayiniz.

(¢) L{f} Laplace doniigiimiiniin var oldugunu, (a, co) aralig: iizerinde siirekli oldugunu,
ve

lim £{f}(s) =0
§— 00
oldugunu ispatlayimiz.

(d) Her ¢ € (0,00) igin, g(t) := tf(t) olsun. £{f} fonksiyonunun (a,co) aralig iize-
rinde diferansiyellenebilir oldugunu, ve

L) = ~£{g}s)

esitliginin gerceklendigini gosteriniz.
(e) Eger, verilen kogullara ek olarak, f’ fonksiyonu (0, co) aralig: iizerinde siirekli ve
siurh ise, her s € (a, 00) icin

L{f'}(s) = sL{f}(s) — f(0)
esitliginin saglandigini ispatlayiniz.

10. Problem 8 ve Problem g’daki sonuglari kullanarak, ¢ — tef, t — tsin(nt), ve t +— t2 cost
fonksiyonlarinin Laplace dontigiimlerini bulunuz.

2.2 Diferansiyellenebilme

Tek-degiskenli fonksiyonlar i¢in tiirevin varligina denk olan diferansiyellenebilme
kavramiyla lineer fonksiyonlar arasmndaki yakin iligki (bkz. Problem 2), ¢ok-
degigkenli fonksiyonlar icin asagidaki tanima yol acar.

Tanim 2.2.1. V C R” bir agik kiime, a € V, ve f : V — R™ olsun. Eger

lim f(a+h) —f(a) — Ta(h)
h—0 [l

=0 (2.2.1)

gerceklenecek bigimde bir lineer T, : R™ — R™ fonksiyonu varsa, “f fonksiyo-
nunun a noktasinda diferansiyellenebilir oldugu,” sdylenir; bu durumda Ty
lineer fonksiyonuna, f fonksiyonunun a noktasindaki tam tirevi ya da Fréchet
tiirevi denir.

Acgiklama 2.2.2. Eger f fonksiyonu a noktasinda diferansiyellenebiliyorsa, bu
durumda (2.2.1) esitligini saglayan T, lineer fonksiyonu tek tiirli belirlidir:
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Gergekten, eger bir F : R® — R™ lineer fonksiyonu 7T, yerine konuldugunda
(2.2.1) esitligini sagliyorsa, oncelikle, bu iki fonksiyon da lineer olduklarindan,
F(0) = Ta(0) = 0 gergeklenir. Diger taraftan, x # 0 oldugunda v > 0 igin
h = ux yazilarak v — 0% igin h — 0 oldugu gozlemlenirse, her iki fonksiyonun
da lineer olduklar1 ve (2.2.1) esitligini sagladiklar1 kullamlarak, v — 07 igin

F(x) — Ta(x) _ uF(x) — uTa(x) _ F(h) — T,.(h)
1l ullx| [l
_ F(h)—f(a+h)+f(a)+f(a+h)—f(a)—Ta(h) o
[l [l

oldugu goriiliir; yani, her x # 0 i¢in F(x) — Ta(x) = ||x||0 = 0 olur. O halde,
R™ tizerinde F = T, olmalidir.
Tam tiirev R™ uzayindan R™ uzayina taniml bir lineer fonksiyon oldugundan,

Teorem 1.1.9 kullanilarak bu fonksiyon igin bir matris gosterilisi elde edilebilir.
V C R™ bir acik kiime ve a € V olsun. a noktasindaki birinci-mertebeden

kismi tiirevleri var olan her f := (f1,..., fin) : V — R™ fonksiyonu igin,
df1 df1
o 8751(3) e @(a)
D)= [i@| =] i :
R T Ofm
Trrl(a) cee oz (a)

olarak tanimlanan (m x n)-boyutlu matrise, f fonksiyonunun a noktasindaki
Jacobi matrisi denir. Eger {ki,ka,...,k,} C {1,2,...,m} ise, ilgili birinci-
mertebeden kismi tiirevler var olduklarinda,

afkl aflﬁ

[P o o)
a(fkl,...,flcn) — det [%(a)] — det . .
[T R ER A o

8;; (a) - a;; (a)

yazilimi kullanilir. m = n oldugunda elde edilen
a(flv"wfﬂ)
A = —————= =det Df
f(a) a(xl,“wxn) ¢ (a)

degerine, f fonksiyonunun a noktasindaki Jacobi determinant: denir.
Jacobi matrisinin 6nemi, f fonksiyonu diferansiyellenebilir oldugunda, bu fonk-
siyonun tam tiirevinin temsil eden matris olmasidir.
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Teorem 2.2.3. V C R" bir agik kiime, a € V, ve f : V. — R™ olsun. Eger f
fonksiyonu a noktasinda diferansiyellenebiliyorsa, bu durumda £ fonksiyonunun
a noktasindaki birinci-mertebeden kismi tirevleri vardir ve £ fonksiyonunun a
noktasindaki tam tirevi Df(a) olur; yani, f fonksiyonunun a noktasindaki tam
tiirevi Ty ise ve B matrisi T, lineer fonksiyonunu temsil ediyorsa, B = Df(a)
gerceklenir.

Kanit. B := [b;;]mxn matrisi T, lineer fonksiyonunu temsil ettiginden, Teorem

1.1.9 nedeniyle, her j = 1,2,...,n icin Ta(e;) = (b1, b2j,. .., bm;) gerceklenir.

1 < j < n says1 sabitlenerek u > 0 i¢in h = ue; denirse,
f(a+h)—f(a)—Ta(h) f(a+ue;)—1f(a)

T = ” ~ Taley)

oldugu goriiliir. v — 07 igin limite gegilip (2.2.1) esitligi kullamlarak da,

. f(a+ue;) —f(a
lim ( ]) ( ) = Ta(ej) = (blj,bgj,...,bmj)

u—07F u

olarak elde edilir. Benzer argiimanlar, yukaridaki ilk esitligin solundaki oranin
u — 07 i¢in limitinin de var ve (b1j,ba;, ..., bn;) vektoriine esit oldugunu gos-
terir. Bu ise, Teorem 1.5.8 sebebiyle, her ¢ = 1,2,...,m igin, f fonksiyonunun
her f; bilesen fonksiyonunun x; degiskenine gére a noktasindaki kismi tiirevinin
var olmasi ve

ofi

(917]‘

esitliginin saglanmasi anlamina gelir. O halde, B = Df(a) gergeklenir. O

(a) = bi;

Acgiklama 2.2.4. Teorem 2.2.3, T, lineer fonksiyonunun R" {izerine
Ta(h) = Df(a)(h)

olarak etki ettigini gosterir; stz konusu esitligin sagi, (m x n)-boyutlu Df(a)
matrisiyle (n x 1)-boyutlu [h] matrisinin ¢arpimdan olugan ifadedir. Dolayisiyla,
Teorem 2.2.3 ve Aciklama 2.2.2 birlikte digtiniiliirse, V' C R"™ bir agik kiime,
acV,f:V — R™ bir fonksiyon, ve B matrisi

lim f(a+h)—f(a)— Bh _
h—>0 |h||

0

esitligini saglayan (m X n)-boyutlu bir matris oldugunda, f fonksiyonunun a
noktasinda diferansiyellenebilir oldugu ve B = Df(a) olmas: gerektigi goriiliir.
Notasyon zorlanarak, Df(a) sembolii hem Jacobi matrisinin hem de T, tam
tiirevinin yerine kullanilacaktir.
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n = 1 ya da m = 1 oldugunda, Jacobi matrisi, sirasiyla, (m x 1)- ya da
(1 x n)-boyutlu bir matristir: bundan dolay1 bir vektorle es olarak goriilebilir.

Eger n = 1 ise, [f{(a)]

f'(a) :== (fi(a),. ... fi(a))
olarak gosterilir. m = 1 (yani, ilgili fonksiyon gergel-degerli) oldugunda

of of
Txl a E(a)}

matrisiyle eslenen vektor

Df) = |

matrisiyle eslenen
of of
vt = (L. 2 w)
Fla) = (o) ()
vektoriine, f fonksiyonunun a noktasindaki gradyant: denir.
Bir-boyutlu durumdakine benzer bicimde, diferansiyellenebilme siirekli olmak-
tan daha kuvvetlidir.

Teorem 2.2.5. V C R™ bir a¢ik kiime, a € V, ve f : V. — R™ olsun. Eger
f fonksiyonu a noktasinda diferansiyellenebiliyorsa, £ fonksiyonu a noktasinda
streklidir.

Kamit. (2.2.1) esitligi ve Teorem 2.2.3’den dolay1 bir § > 0 sayisi, |h|| < d
oldugunda
[f(a +h) — f(a) — Df(a)(h)|| < [[h]

gercgeklenecek bicimde vardir; bu ise, iiggen esitsizligi ve Teorem 1.1.12 nedeniyle,
If(a+h) — f(a)|| < [ Df(a) ()] + |[h]| < (V(mn) | DE()[| + 1) b

olmasi demektir. Dolayisiyla, h — 0 i¢in f(a + h) — f(a) gerceklenir: f fonksi-
yonu, o halde, a noktasinda stireklidir. O

Aciklama 2.2.6. Teorem 2.2.3, diferansiyellenebilir bir fonksiyonun ilgili nok-
tadaki birinci-mertebeden kismi tiirevlerinin var olduklarimi gosterir; bu oner-
menin tersi ise—gok-degigkenli fonksiyonlarla tek-degigkenli fonksiyonlar arasin-
daki temel farklardan birisi olarak—, agagidaki Ornegin gosterdigi gibi, genel
olarak dogru degildir.
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Ornek 2.2.7. f:R? — R fonksiyonu

rz+y, x=0veyay=0ise;

f(z,y) = {

1, diger durumlarda;
olarak tamimlansin. Bu durumda
hr%f($,$) =1#0=f(0,0)

oldugundan, f fonksiyonu (0,0) noktasmda siirekli olmaz; dolayisiyla, Teorem
2.2.5 nedeniyle, ayni1 noktada diferansiyellenebilir de degildir. Diger taraftan,

of . f(hO)—f(0,0) . h—0 _

%(O’O)_%%T_iﬂi_l
e of f(0,h) — £(0,0) h—=0

a0 T !

oldugundan, f fonksiyonunun birinci-mertebeden kismi tiirevleri (0, 0) noktasinda
mevcuttur.

Aciklama 2.2.8. Ornek 2.2.7’deki f fonksiyonunun siirekli olmadig1 icin ori-
jinde diferansiyellenebilir olmamasi, akla, bir noktada siirekli olan ve ayni nok-
tada birinci-mertebeden kismi tiirevleri var olan bir fonksiyonun s6z konusu nok-
tada diferansiyellenebilir olup olmayacag1 sorusunu getirir. Bu sorunun cevabi
da, agsagidaki 6rnek vésitasiyla goriilebilecegi gibi, olumlu degildir.

Ornek 2.2.9. f:R? — R fonksiyonu

23—z .
gy [ 5 ) 2080
' 0, (z,y) = 0 ise;

olarak tamimlansin. Tiirev kurallari, f fonksiyonunun her (z,y) # (0,0) nok-
tasinda birinci-mertebeden kismi tiirevlerinin var ve siirekli olduklarini gosterir.
Diger taraftan, (z,y) # (0,0) oldugunda

|z| 2% — o]
|f(z,y)| = ERT < |z

gerceklendiginden,

lim z,y) = 0= f(0,0
@,y)_,(o,mf( y) £(0,0)
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olur; yani, f fonksiyonu orijinde siireklidir. Bunlara ek olarak,

of . f(m0)—f(0,0) . h—0

gy (0 0) = fimy h = fim =1
* 9 (0, 1) — £(0,0)

foooo o fO0R)= f(0,0)  0-0

9y (0-0) = Jim, 7 = fim =~ =0

oldugundan, f fonksiyonunun birinci-mertebeden kismi tiirevleri (0, 0) noktasinda
mevcuttur. Eger f fonksiyonu (0, 0) noktasinda diferansiyellenebilir olsaydi, (2.2.1)
esitligi nedeniyle,

0= lim f(hv k) B f(Oa 0) - Vf(O, O) . (h, k‘) _ I _Qth

(h,k)—(0,0) V(R2 + k2) (h»k)l—>m(070) m

olmasi gerekirdi; ancak bu, ilgili limit £ = h yolu iizerinden goz 6niine alindiginda

—92h3 1
lim ——— = —— #0
I, G = g 7

oldugundan, miimkiin degildir.

Ornek 2.2.7 ve Ornek 2.2.9, birinci-mertebeden kismi tiirevlerin varligimm
ve/veya ilgili noktada siirekli olmammn bir fonksiyonun diferansiyellenebilir ol-
masl i¢in yeterli olmadiklarini gosterir; buna karsin, bir acik kiime {izerinde
Cl-smifindan olmak, bir fonksiyonun diferansiyellenebilir olmasim gerektirir.

Teorem 2.2.10. V C R" bir agik kime, a € V, ve f : V. — R™ olsun. Eger
f fonksiyonunun birinci-mertebeden kismi tirevleri V' dizerinde varsa ve a nok-
tasinda strekli oluyorlarsa, o zaman f fonksiyonu a noktasinda diferansiyel-
lenebilirdir.

Kamit. Teorem 1.5.8 nedeniyle, genelligi bozmaksizin, m = 1 oldugu varsayila-
bilir; bu durumda istenen,

f(a+h) - f(a)—V/f(a)-h

lim =0
h—0 [
esitligi gosterilirse kanitlanmig olur. a := (a1, . .., a,) olsun, ve V kiimesinin agik

oldugu kullamilarak h := (hy,...,h,) # 0 vektorii, a + h € V olacak bigimde
alinsin. Tek-degigkenli Ortalama Deger Teoremi kullanilip igareti farkli terimler
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sadelestirilip toplanarak, her j = 1,...,n i¢in a; ve a; + h; noktalar1 arasinda
bulunan bir ¢; sayismin,

f(a+h)_f(a) = f(al+h1a-~-aan+hn)_f(a17a2+h27--~7an+hn)
+--+ flar, .. yan—1,an + hy) — flag,...,an)

= Zhja—(a17...7aj,1,cj,aj+1—|—hj+1,...,an—|—hn)
T

Jj=1
gerceklenecek bicimde var oldugu goriiliir. Bu ise, her j = 1,.. ., n icin bilegenleri

0 0
Uj 1= %(al,...,aj,l,cj,ajﬂ +hjgt,.. . an + hy) — —f(ah...,an)
J

81:j
olan vektdr u € R™ olmak {izere,
fla+h)—f(a)—Vf(a)-h=h-u (2.2.2)

olmasi demektir. f fonksiyonunun birinci-mertebeden kismi tiirevleri a nok-
tasinda siirekli olduklarindan dolayr her j € {1,...,n} icin u; — 0 gergek-
leneceginden, h — 0 igin ||u]| — 0 olur. Boylece, Cauchy-Schwarz Esitsizligi ve
(2.2.2) kullanilarak, h # 0 igin

[f(a+h) - f(a) = Vf(a)-h| _|h-u|

0< =
[ [l

< full (2:2.3)

elde edilir; bu ise, h — 0 igin (2.2.3)’deki ilk oranin sifira gitmesi, yani f fonksi-
yonunun a noktasinda diferansiyellenebilir olmasi demektir. O

Acgiklama 2.2.11. Bir acR" noktasinda ya da bir acik V' C R {izerinde C!-sim1-
findan olan bir fonksiyon, sirasiyla, a noktasinda ya da V kiimesi iizerinde
sturekli-diferansiyellenebilir olarak adlandirilir. Bir 1 < p < oo igin V' {ize-
rinde CP-simifindan olan bir fonksiyon, o halde, V iizerinde siirekli-diferansiyelle-
nebilirdir. Teorem 2.2.10, siirekli diferansiyellenebilir bir fonksiyonun zorunlu
olarak diferansiyellenebilir oldugunu gosterir; agagidaki 6rnegin gosterdigi gibi,
diferansiyellenebilir bir fonksiyon siirekli-diferansiyellenebilir olmak zorunda de-
gildir.

Ornek 2.2.12. f:R? — R fonksiyonu

($2 +y2) Sinmv (xay) # 0 iSG;
0, (2,) = 0 ise;

flx,y) = {
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olarak tammmlansin. Tiirev kurallar1 nedeniyle f € C1(R? \ {0}) oldugu agiktir;
dolayisiyla, Teorem 2.2.10 nedeniyle, f fonksiyonu R? \ {0} kiimesi {izerinde
diferansiyellenebilirdir. Diger taraftan,

F2(0,0) = Jiy OO < i (nsin ) =0,

ve benzer gekilde f,(0,0) = 0 olur. Boylece, (h, k) — (0,0) icin,

(R, Bl

=V(h? +k*)sin———— — 0
( ) V(h2 + k2)
gerceklendiginden, diferansiyellenebilme tanimi nedeniyle f fonksiyonunun (0, 0)
noktasinda da diferansiyellenebilir oldugu goriiliir. f fonksiyonu, o halde, R? {ize-
rinde diferansiyellenebilirdir. Ancak Carpim Kurali kullamlip (z,y) # (0,0) igin
-z 1 1
fz(z,y) = cos + 2rsin ——
&9) V@2 +y?) V(@2 +y?) V(@2 +y?)
oldugu gozlemlenirse,  — 0 igin f,(x,0) fonksiyonunun bir limite sahip olmadig:
goriiliir: dolayisiyla, f, kismi tiirevi (0,0) noktasinda siirekli degildir. Bu ise, f
fonksiyonunun R? {izerinde siirekli-diferansiyellenebilir olmamasi demektir.

Agiklama 2.2.13. Teorem 2.2.5, Teorem 2.2.10, ve §1.5, Problem 4 nedeniyle,
C*°(R™) ailesi R™ tizerindeki tiim polinomlar: igerir; yine Teorem 2.2.5 ve Teorem
2.2.10’dan dolay1, V' C R"” bir agik kiime ve p > ¢ > 1 tam sayilar oldugunda

Cx(V)yccr(V)ccyv)
olur, ve bu igermeler kesindir.

Ornek 2.2.14. f : R — R fonksiyonu f(z) := |z|® olarak tammlansm. Bu
durumda, z > 0 i¢in f/(z) = 322, 2 < 0 icin f/(z) = —32%, her x € R igin
f’(x) = 6|z|, z > 0 igin f"(x) = 6, ve x < 0 i¢in f"'(xr) = —6 gergeklenir, ve
7(0) yoktur. O halde, f € C%(R) \ C3(R) olur.

Tek-degiskenli ve gercel-degerli bir f fonksiyonu bir a noktasinda diferansiyel-
lenebiliyorsa, f’(a) degeri y = f(z) egrisine x = a noktasindan gizilen tegetin
egimidir. Asagidaki netice, bu sonucun iki-boyutlu duruma genellegtirilmesidir.

Teorem 2.2.15. V C R? bir acik kiime ve f : V. — R fonksiyonu (a,b) € V
noktasinda diferansiyellenebilir olsun. Eger 11, denklemi F(x,y,z) = d olan,
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(a,b, f(a,b)) noktasindan gegen, ve F(x,b,z) = d ve F(a,y,z) = d dogrularinn,
siraswyla, x = a noktasinda z = f(x,b) vey = b noktasinda z = f(a,y) egrilerine
teget olduklary diizlem ise, bu durumda

n:= (_fa:(a; b), _fy(av b)a 1)

vektori I1 dizleminin normali, ve

z = fﬂl(a? b)(.’l? - a) + fy(a’7 b)(y - b) + f(aab)
ifadesi 11 dizleminin bir denklemidir.

Kanat. f fonksiyonu (a,b) noktasinda diferansiyellenebildiginden, f(-,b) fonksi-
yonu a noktasinda ve f(a,-) fonksiyonu b noktasinda diferansiyellenebilirdir.
Dolayisiyla, z = f(x,b) egrisine x = a noktasinda teget olan dogrunun egimi
fe(a,b) olur; yani, u := (1,0, f,(a,b)) vektorii II diizlemine paraleldir. Ben-
zer nedenlerle, v := (0,1, f,(a,b)) vektoriiniin de IT diizlemine paralel oldugu
goriiliir. O héalde,

ni=ux v = (—fula,b),— fy(a,b),1)
vektorii I diizleminin normali, ve bu nedenle
n-(r—a,y—>,z— f(a,b)) =0
ifadesi II diizleminin bir denklemidir. O

Bu kismin kalan pargasinda, diferansiyellenebilir bir fonksiyonun tam tiirevi
ile aym fonksiyonun kismi tiirevleri arasindaki iliski incelenecektir. Ik olarak,
tam tiirevin tek tiirlii belirli bir lineer fonksiyon oldugu kullanilarak, diferan-
siyellenebilmenin bir karakterizasyonu elde edilecektir.

Teorem 2.2.16. V C R" bir acik kiime, a € V, ve £ : V — R™ olsun. Eger f
fonksiyonunun a noktasindaki birinci-mertebeden tim kismi tirevleri varsa, bu
durumda f fonksiyonunun a noktasinda diferansiyellenebilir olmasi i¢in gerekli
ve yeterli kosul, h — 0 i¢in e(h) — 0 olan ve yeterince kii¢ik h vektorleri (yani,
bir r > 0 sayse i¢in ||h|| < r kosulunu saglayan tim h vektorleri) igin

f(a+ h) — f(a) = Df(a)(h) + ||hle(h) (2.2.4)

egitligini gercekleyen bir ¢ : R™ — R™ fonksiyonunun var olmasidr.
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Kamit. V kiimesinin agik oldugu kullanilarak bir r > 0 sayisi, B,.(a) C V olacak
bi¢imde almsin. f fonksiyonu a noktasinda diferansiyellenebiliyorsa, 0 < ||h|| < r
kosulunu saglayan tiim h vektorleri igin

o @) f(f:l)l — Df(a)(h) (225)

olarak, diger durumlarda ise e(h) = 0 olarak tanimlanan € : R" — R™ fonksiyo-
nu gbz Oniine alinsin. Agikar olarak, (2.2.4) esitligi h = 0 i¢in saglamr; diger
taraftan (2.2.5) nedeniyle (2.2.4) esitligi, 0 < ||h|| < r kosulunu saglayan tiim
h vektérleri i¢in de dogru olur. Tamim 2.2.1 kullanildiginda ise, h — 0 i¢in
e(h) — 0 oldugu goriiliir. Tamimlanan e, o halde, verilen kosullar1 saglayan
fonksiyondur.

Tersine, eger (2.2.4) esitligi ||h|| < r kogulunu saglayan tiim h vektorleri i¢in
dogru oluyorsa, (2.2.5) esitligi de 0 < ||h|| < r kogulunu saglayan tiim h vektor-
leri igin dogru olur; bu ise, h — 0 i¢in €(h) — 0 oldugundan, f fonksiyonunun
a noktasinda diferansiyellenebilir olmasi anlamina gelir. U

Ornek 1.1.7°den dolay1 bir m skalerinin her = € R i¢in F(z) = ma gercek-
lenecek bicimde var olmasi lineer olabilmesi igin gerekli ve yeterli bir kogul olan
tek-degigkenli bir F' : R — R fonksiyonu, her z € R igin F'(z) = (mz)' = m
ozelligini saglar. Agagidaki sonug, bu 6zelligin ¢ok-degiskenli benzeridir.

Sonug 2.2.17. Eger F : R™ — R™ fonksiyonu lineer ise, F fonksiyonu R™
uzayrman her noktasinda diferansiyellenebilirdir ve her a € R™ i¢in DF(a) = F
olur; yani, ejer ¥ fonksiyonunu temsil eden matris B ise, her a € R" i¢in
DF(a) = B saglanar.

Kamt. F:R™ — R™ fonksiyonu lineer oldugundan, her h € R" i¢in
F(a+h)—F(a) = F(h)

saglanir; bu ise, Teorem 2.2.16’daki denklik ¢ = 0 fonksiyonu i¢in kullanildiginda,
her a € R" i¢cin DF(a) = F olmasi demektir. O

Tek-degigkenli fonksiyonlarda oldugu gibi, diferansiyellenebilme temel iglemler
altinda dogal olarak korunur.

Teorem 2.2.18. V C R" bir agik kiime, a € V, « bir skaler, ve f,g: V — R™
olsun. Eger £ ve g fonksiyonlar: a noktasinda diferansiyellenebiliyorlarsa, bu
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durumda f+g, of, ve £-g fonksiyonlar: da a noktasinda diferansiyellenebilirdir,
ve

D(f + g)(a) = Df(a) + Dg(a), (2.2.6)
D(af)(a) = aDf(a), (2.2.7)
D(f - g)(a) = g(a)Df(a) + f(a)Dg(a) (2.2.8)

egitlikleri gerceklenir.

Kanat. (2.2.6) ve (2.2.7) esitlikleri Tanmim 2.2.1 kullamlarak kolayca elde edilebile-
ceklerinden, sadece (2.2.8) egitliginin kanit1 verilecektir. A¢iklama 2.2.2 nedeniyle
istenen,

)

B :=g(a)Df(a) + f(a)Dg(a) (2.2.9)
olarak tamimlanan (1 x n)-boyutlu B matrisinin

i, (F-8)@+h) — (f-g)(a) - Bh

=0
h—0 sy

esitligini sagladig1 gosterilirse elde edilmis olur. f ve g fonksiyonlarimin a nok-
tasinda diferansiyellenebilir olduklar1 kullanilarak, h — 0 i¢in e(h) — 0 ve
0(h) — 0 olan, ve yeterince kiiglik h vektorleri igin

f(a+h) —f(a) = Df(a)(h) + [[h]le(h)
g(a+h) —g(a) = Dg(a)(h) + [[h[|6(h)

esitliklerini gergekleyen ¢, d : R™ — R™ fonksiyonlar1 alinsin. (2.2.9) nedeniyle

(f-g)(a+h)—(f-g)(a) — Bh
= (f-g)(a+h)—(f g)(a) —g(a)Df(a) — f(a)Dg(a)
= (f(a+h) —f(a) — Df(a)(h))-g(a+h)
+ (D ( )(h)) - (g(a+h) —g(a))
+f(a) - (g(a+h) — g(a) — Dg(a)(h))
=:Ti(h) + Ty (h) + T3(h)
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olur. Tam tiirevin tek tiirlii belirli olmasindan dolayi, su halde, her j = 1,2,3
icin, h — 0 durumunda T} (h)/||h|| — 0 oldugu gosterilirse kanmt tamamlanr.
Simdi, Cauchy-Schwarz esitsizligi ve € fonksiyonunun 6zelliginden dolayi,

Ty (h)| <

[f(a +h) — f(a) — Df(a)(h)| [g(a+ h)]|

[l ()] g(a+ b

saglanir; bu ise, Teorem 2.2.5 nedeniyle g fonksiyonu a noktasinda siirekli oldugun-
dan ve h — 0 i¢in ¢(h) — O gergeklendiginden, h — 0 igin T3(h)/|h|| — 0
olmasim gerektirir. Benzer arglimanlarla, h — 0 i¢in 73(h)/||h|| — 0 oldugu
da goriiliir. Diger taraftan, Cauchy-Schwarz esitsizligi ve Teorem 1.1.12 kul-
lanilarak,

[To(h)| < [[DE(a)(h)] [lg(a+h) — g(a)]|
< V(mn) ||Df(a) bl lg(a + h) - g(a)l|

elde edilir; boylece, yine Teorem 2.2.5 nedeniyle g fonksiyonunun a noktasinda
stirekli oldugu kullanilip h — 0 igin limite gecildiginde,

T2 (h)]|
] S V(mn) | Df(a) |l [lg(a+h) — g(a)|| — 0
oldugu goriilmiis olur. f-g fonksiyonu, o halde, a noktasinda diferansiyellenebilen
ve tam tlirevi B matrisi olan fonksiyondur. O

Acgiklama 2.2.19. Cok-degigkenli ve ¢ok-degerli fonksiyonlarin tam tiirevleri
icin Teorem 2.2.18 ile verilen (2.2.6), (2.2.7), ve (2.2.8) esitlikleri, sirasiyla,
Toplam Kurali, Homojenlik, ve I¢ Carpim Kurali olarak adlandirihr.

Tek-degigkenli fonksiyonlar i¢in temel 6neme sahip olan Zincir Kurali, ¢ok-
degigkenli fonksiyonlar icin de, asagidaki sekilde, gegerlidir.

Teorem 2.2.20 (Zincir Kurall). V kiimesi R™ i¢inde agik, U kiimesi R™ i¢inde
agtk, g : V. - R™ £ :U — RP, a € V, ve g(a) € U olsun. Ejer g ve f
fonksiyonlar, swrasiyla, a ve g(a) noktalarinda diferansiyellenebiliyorlarsa, bu
durumda fog : V — RP fonksiyonu a noktasinda diferansiyellenebilirdir, ve

D(f o g)(a) = Df(g(a)) Dg(a) (2.2.10)

egitligi gerceklenir.
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Kanat. Isteneni gostermek icin

o Flg(a+h) — f(g(@) — D(g(a)) De(a)(h)
ho In]

=0 (2.2.11)

oldugu goriilmelidir. b := g(a) olsun. g ve f fonksiyonlarinin, sirasiyla, a ve b
noktalarinda diferansiyellenebilir olduklar1 kullanilarak, h — 0 i¢in e(h) — 0 ve
k — 0 igin 6(k) — 0 olan, ve yeterince kii¢iik h ve k vektorleri igin

g(a+h) —g(a) = Dg(a)(h) + [[h]le(h) (2.2.12)
ve
f(b + k) — f(b) = Df(b)(k) + | k||d(k) (2.2.13)

egitliklerini gergekleyen ¢ : R™ — R™ ve  : R™ — RP fonksiyonlar segilsin.
h # 0 sabitlensin, ve k := g(a+h) — g(a) alinsin. (2.2.12) ve (2.2.13) esitlikleri

f(g(a+h)) —f(g(a)) = f(b+ k) — f(b) = Df(b)(k) + [[k[|5(k)
= Df(b)(Dg(a)(h) + |[hlle(h)) + [[k|5(k)

olmasini gerektirdiginden, k vektoriiniin h vektoriine bagl oldugu gbz o6niine
alinarak,

f(g(a+h)) —f(g(a)) — Df(g(a))Dg(a)(h)

[l DE(b)e(h) + [[k[|4(k)

olarak elde edilir. Tam tiirevin tek tiirlii belirli olmasindan dolay1, o halde, her
j =1,2i¢in, h — 0 durumunda T} (h)/|/h|| — 0 oldugu gosterilirse kanit tamam-
lanmig olur.

Simdi, h — 0 i¢in e(h) — 0 saglandigindan, h — 0 iken T3 (h)/||h|| — 0
oldugu agiktir. Diger taraftan, (2.2.12) ve Teorem 1.1.12 nedeniyle,

k[l = [lg(a+h) — g(a)l| = [[Dg(a)(h) + [[hlle(h)]|
< V(mn) |Ih|| (| Dg(a)lloo + lle(b)])

gergeklenir; yani, yeterince kii¢iikk h vektorleri i¢in ||k||/[|h| degeri simrhdir.
Boylece, Teorem 2.2.5 nedeniyle g fonksiyonunun a noktasinda siirekli olmasi
gerektigi kullamilip h — 0 igin k — 0 (ve bundan dolayi, (k) — 0) oldugu
gozlemlenirse, h — 0 durumunda

[T k]

=——||[6(k)|| = 0
) 10®
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oldugu goriilmiig olur. Sonug olarak, (2.2.11) egitligi saglanir: f og fonksiyonu, su
halde, a noktasinda diferansiyellenebilen ve tam tiirevi Df(g(a))Dg(a) matrisi
olan fonksiyondur. O

Acgiklama 2.2.21. (2.2.10) egitliginin sag yani, (p x m)-boyutlu Df(g(a)) mat-
risiyle (m x n)-boyutlu Dg(a) matrisinin ¢arpimlarindan olugur: Zincir Kural
bu ¢arpimin sonucunun, esitligin sol yanini gésteren (p x n)-boyutlu D(fog)(a)
matrisi oldugunu bildirir.

Ornek 2.2.22. F,G,H : R? — R diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun, ve
z = F(z,y), x :== G(r,0), ve y :== H(r,0) olarak kabul edilsin. Bu varsayimlar
altinda, z :=9(r,0) := F(G(r,0),H(r,0)) ve ¢ := (G, H) almrsa, Teorem 2.2.3
kullanmilarak,

0z 32}

DF:[— =

o 0z 82]7 ¢:[8x/6r 8%/89}

Dy = |92 9%
v {87" 09 oy/or 0y/00

oldugu goriiliir; bu ise, ¥ = F o ¢ olmasi nedeniyle, Zincir Kurali’'ndan dolay1
Dy = DF(¢)Dg,
yani

[8z 6z}

o= 2 {82 82] {83:/87‘ 836/69}

dx oyl Loy/or 9y/o0
[0c0n 0:0y 0s0r  0:00)
Oxr dr Oyor 0Ox 00 Jyol

olmasi demektir.

Ornek 2.2.23. f:R3 — Rve ¢, 9,0 : R — R fonksiyonlar: diferansiyellenebilir
olsun, ve w := f(z,y,2), v := ¢(t), y := ¥(t), ve z := o(t) olarak kabul edilsin.
Bu durumda, w := G(t) := f(o(t),¥(t),0(t)) ve g := (p, ¢, o) alimirsa, Teorem
2.2.3 kullanilarak,

dx/dt

ow OJw OJw d

pf=|% B ) o~ [iyfa]| 06 = | %]
y [dz/dtJ t

oldugu goriiliir; bu ise, G = f o g olmasi nedeniyle, Zincir Kurali'ndan dolay:

DG = Df(g)Dy,
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yani
o] _[2u 0w ou] [GG _ fowds  oudy owd:)
dtl Loz oy Oz Ldi/dtJi Or dt Oy dt 0z dt

olmasi demektir.

Problemler

75

1. Asagidaki fonksiyonlarin Df Jacobi matrislerini—var olduklar: noktalarda—hesaplayiniz:

(a) f(z,y) := (sinz, \/(J:y)7 cosy); (b) f(s,t,u,v) = (st + u?,uv — s2);
(c) £(t) := (In¢t,1/(1 4+ t)); (d) £f(r,0) := (rcosf,rsin).
. Bir f : R — R fonksiyonunun, Tanim 2.2.1’e nazaran, bir a € R noktasinda diferansiyel-
lenebilir olmasi igin,
o 1@ 1) = f(@) = A(R)
h—0 h

esitligi gerceklenecek bigimde bir lineer A : R — R fonksiyonunun var olmasinin gerekli
ve yeterli oldugunu kanitlayiniz.

=0

Yol gdsterme: Ornek 1.1.7’yi gz 6niine aliniz.
. V CR" bir acik kiime, a € V, ve f : V' — R™ bir fonksiyon olsun.

Tanim 2.2.24. R" iginde bir birim vektdr u (yani, ||ul| = 1) olmak iizere bir § > 0
sayisi, || < & kosulunu saglayan her t gercel sayisi icin a + tu € V gergeklenecek
bigimde bulunsun. Bu durumda, f fonksiyonunun u dogrultusunda a noktasindaki yén-
lendirilmis tirevi, ilgili limit var oldugunda,

Dyf(a) := lim w
t—0

olarak tanmimlanir.

(I) (a) u = e olmasi durumunda Dyf(a) yonlendirilmis tiirevinin var olmasi igin
fz, (a) kismi tiirevinin var olmasimnin gerekli ve yeterli oldugunu, ve bu du-
rumda

of

De, f(a) = Par

(a)

esitliginin saglandigimi ispatlayiniz.

(b) Eger f fonksiyonunun bir a noktasinda her dogrultuda yonlendirilmig tiirevi
varsa, f fonksiyonunun a noktasinda birinci-mertebeden kismi tiirevlerinin
var oldugunu ispatlayiniz, ve bu 6nermenin tersinin her zaman dogru ol-
madigini gosteriniz.

2 .
o o= [ v
0, y =0 ise;
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olarak tanimlanan f : R? — R fonksiyonunun (0,0) noktasinda her dogrul-
tuda yonlendirilmis tiirevlerinin var oldugunu, ancak fonksiyonun (0, 0) nok-
tasinda siirekli ya da diferansiyellenebilir olmadigini kanitlayiniz.

(II) m =1 ve f:V — R fonksiyonu a noktasinda diferansiyellenebilir olsun.
(a) R™ igindeki her u birim vektdrii i¢in Dy f(a) yonlendirilmis tiirevinin var
oldugunu, ve
Duf(a) =Vf(a)- -u
esitliginin saglandigini ispatlayiniz.
(b) Vf(a)# 0, ve uve Vf(a) vektorleri arasindaki a1 6 ise,

Duf(a) = ||V f(a)|lcosf

oldugunu gosteriniz.
© )
max{Duf(a) [u € R", |[ul| =1} = [[Vf(a)]
oldugunu, ve ilgili maksimum degerin u vektorii V f(a) vektoriine paralel
oldugunda alindiginmi1 kanitlayiniz.

.V CR" bir acik kilme, a € V, ve f := (f1,..., fm) : V — R™ olsun. f fonksiyonunun a
noktasinda diferansiyellenebilir olmasi icin, her f; bilesen fonksiyonunun a noktasmda
diferansiyellenebilir olmasinin gerekli ve yeterli oldugunu ispatlayiniz.

. I CR bir agik aralik, a € I, ve f,g : I — R™ olsun.
(a) f fonksiyonunun a noktasinda diferansiyellenebilir olmasi igin,
f —f
Lo £t h) — £(a)
h—0 h
limitinin var olmasinin gerekli ve yeterli oldugunu kanitlayiniz; bu durumda ilgili
limitin f/(a) oldugunu, ve her « skaleri i¢in (af)’(a) = af’(a) esitliginin gergek-
lendigini gosteriniz.
(b) f ve g fonksiyonlar1 a noktasinda diferansiyellenebiliyorlarsa,
(f+g)(a)=1f(a) +8'(a) ve (f-g)(a)=g(a) f'(a)+£(a) g'(a)
esitliklerinin saglandigini kanitlayimiz.

(¢) J C R bir agik aralik, b € J, h : J — R, ve a = h(b) olsun. Eger f ve h
fonksiyonlari, sirasiyla, a ve b noktalarinda diferansiyellenebiliyorlarsa,

(foh)'(b) = b (D) (h(b))

esitliginin saglandigimi gosteriniz.

6. Teorem 2.2.18 ile verilen (2.2.6) ve (2.2.7) esitliklerini kanitlayiniz.

7. f(z,y) = V(|zy|) olarak tanmimlanan f : R?> — R fonksiyonunun (0,0) noktasinda

diferansiyellenebilir olmadigini gosteriniz.

2,2 .
fay) = | vt O <@yl <mise
0 (@) = (0,0) s

olarak tanimlanan f : B;(0) — R fonksiyonunun (0, 0) noktasinda diferansiyellenebilir
olmadigini gosteriniz.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

r > 0 ve 0 € R" olmak tlizere, f : Br(0) — R fonksiyonu goz Oniine almsmn. Bir
o > 1 sayisi her x € B(0) i¢in |f(x)| < ||x||* saglanacak bi¢cimde bulunabiliyorsa, f
fonksiyonunun 0 noktasinda diferansiyellenebilir oldugunu ispatlayimiz; o« = 1 olmasi
durumunda ayni sonucun gegerli olup olmadigini belirleyiniz.
Her o > 1 igin,

Fy) (zy)* In(z? +y?), (z,y) # 0 ise;

T,y) = .
Y o, (,y) = 0 ise;

olarak tanimlanan f : R? — R fonksiyonunun R? iizerinde diferansiyellenebilir oldugunu
kanitlayiniz.

Her o < 3/2 igin,
at 4yt icar
fayy) = | PRy (@Y) 7 0se
07 ([E, y) =0 ise;
olarak tamimlanan f : R2 — R fonksiyonunun R? {izerinde diferansiyellenebilir oldugunu
ispatlayiniz.
F:R3 — R ve f,g,h : R2 — R fonksiyonlar1 C2-smifindan olsun. Eger, = := f(p,q),
y := g(p,q) ve z := h(p, q) olmak lizere, w := F(z,y, z) ise, wp, Wq, Wpq Ve wpp kismi
tlirevlerini belirleyiniz.
r > 0 bir gergel say1, a € R, ve g : Br(a) — R™ fonksiyonu a noktasinda diferansiyel-
lenebilir olsun.

(a) f: Br(g(a)) — R fonksiyonu g(a) noktasinda diferansiyellenebilir ise, h := fog
fonksiyonunun kismi tiirevlerinin, her j = 1,2,...,n i¢in

T (@) = V(@) - 2 ()
Zj Zj
esitligini sagladiklarini gosteriniz.
(b) n=m ve f: Br(g(a)) — R" fonksiyonu g(a) noktasinda diferansiyellenebilir ise,
Agog(a) = Ag(g(a)) Ag(a)
oldugunu ispatlayiniz.

f,9 : R — R fonksiyonlar: iki kere diferansiyellenebilir olsun. u(z,y) := f(zy) fonksiyo-
nunun

ou ou
rT— —Yy— =
ox Y dy
denklemini; v(z,y) := f(z — y) + g(z + y) fonksiyonunun ise, dalga denklemi olarak
adlandirilan

0

v 9% -0
8r2  oy2
denklemini sagladigini gosteriniz.
u: R — [0, 00) diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
F(z,y,2) = u (V(2® +y° +2%))

fonksiyonunun

(et = () () (2))

esitligini gergekledigini gosteriniz.
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16.

17.

18.

19.

20.
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z € R ve t > 0 igin,

efz2/4t

u(zx,t) : VD)
olsun.
(a) u fonksiyonunun, her € R ve t > 0 igin, 2s¢ denklemi olarak adlandirilan
Ugz — Ut = 0 denklemini sagladigini gosteriniz.
(b) Eger a > 0 ise, * € [a,00) igin diizgiin olarak, t — 07 durumunda u(z,t) — 0
oldugunu kanitlayiniz.
I C R bir agik aralik ve f : I — R™ fonksiyonu [ {izerinde diferansiyellenebilir olsun.
Eger bir r > 0 igin f(I) C 8B (0) ise, her ¢ € I icin f(t) ve f’(t) vektorlerinin ortogonal
olduklarin kanitlayiniz.
z = F(z,y) fonksiyonu bir (a,b) noktasinda diferansiyellenebilir, Fy(a,b) # 0, ve a
noktasini igeren bir acik aralik I olsun. f : I — R fonksiyonu a noktasinda diferansiyel-
lenebilir ve her € I igin F (z, f(z)) = 0 ise,

_9F
Ty =
d.l’ Ty (aa b)

oldugunu ispatlayiniz.
r > 0 ve (a,b) € R? olmak iizere, f : Br((a,b)) — R fonksiyonu gbz &niine alinsin. f
ve fy kismi tiirev fonksiyonlarmin B ((a,b)) tizerinde var ve (a,b) noktasmda diferan-
siyellenebilir olduklar: varsayilsin.
()
ise, h gergel sayilar yeterince kiiglik olduklarinda, bir ¢ € (0,1) icin
A(h
% =fy(a+ h,b+th) — fy(a,b) — Vfy(a,b) - (h,th)
— (fy(a,b+th) — fy(a,b) = Vfy(a,b) - (0,th)) + hfyz(a,b)
esitliginin gergeklendigini gosteriniz.

(b)

. A(h)
fimy S = fonla)
oldugunu gosteriniz.
(c) ) )
9T )= 2 ap)
0xdy Oyox

esitligini kanitlayiniz.

f,g : R? — R fonksiyonlar1, R? iizerinde,

of Og of dg

A ve 2 _-=

ox dy oy ox
esitlikleriyle verilen ve Cauchy-Riemann denklemleri olarak adlandirilan denklem-
leri saglasinlar. Bu durumda, eger u(r, 0) = f(r cosf,rsin ) ve v(r, ) = g(r cos 6, rsin 6)
ise,

ou 1 0v ov 1 0u

ve =———

or  roo

o rog
esitliklerinin saglandigimi ispatlayiniz.
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21. f:R? — R fonksiyonu R? iizerinde C2-siifindan ve u(r, ) := f(rcos8,rsinf) olsun.
Eger f fonksiyonu Laplace denklemsi olarak adlandirilan

02 9?2
5 0,
ox2  Oy?
denklemini gergekliyorsa,
1 82u+18u+82u_0
2002  ror  or2

oldugunu gosteriniz.

2.3 Ortalama Deger Teoremi ve Taylor Formiilii

Kapali, sinirli, ve tek noktadan olugmayan bir [a, b] aralig: tizerinde siirekli olan
gercel-degerli bir f fonksiyonu (a,b) aralig) iizerinde diferansiyellenebiliyorsa,

f®) = fla) = f'(c)(b—a)

esitligi gergeklenecek bigimde bir ¢ € (a, b) sayisi vardir. Tek-degigkenli ve gercel-
degerli fonksiyonlar i¢in Ortalama Deger Teoremi olarak adlandirilan bu 6zel-
lik, m > 1 olmak {izere, diferansiyellenebilen bir f : R® — R™ fonksiyonuna
genellegtirilmek istendiginde—bir-boyutlu durumda Df(c) = f'(¢) oldugu goz
oniine alimarak—, bir ¢ € L(x; a) i¢in

f(x) — f(a) = Df(c)(x — a)

esitliginin saglanacagi yolunda bir tahminde bulunulabilir. Ancak bu tahmin,
agagidaki ornegin gosterdigi gibi, yanlistir.

Ornek 2.3.1. Her ¢ € R igin f(t) := (cost,sint) olarak tammlanan f : R — R?
fonksiyonu géz oniine almsin. Tim gercel ¢ degerleri igin cos’t = —sint ve
sin’ t = cost saglandigindan ve siniis ve kosiniis fonksiyonlar: siirekli olduklarin-
dan, Aciklama 1.6.2 ve Teorem 2.2.10 nedeniyle, f fonksiyonu R iizerinde dife-
ransiyellenebilirdir; aym zamanda, £(0) = £(27) esitligi de gergeklenir. Ancak,

(0,0) = Df(c) = f'(¢) = (—sinc,cosc)
esitligini saglayan hicbir ¢ gercel sayisi yoktur.

Cok-degigkenli fonksiyonlar icin s6zii edilen sonucun dogru hali agagidaki
gibidir.
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Teorem 2.3.2 (Ortalama Deger Teoremi). V' kimesi R"™ uzay: iginde agik ve
f:V — R™ fonksiyonu V idzerinde diferansiyellenebilir olsun. Eger x,a € V' ve
L(x;a) CV ise, her u € R™ wvektori igin bir ¢ € L(x;a) noktas,

u- (f(x) —f(a)) =u- (Df(c)(x —a))
egitligi gerceklenecek bicimde vardur.

Kamit. Her t € R igin

g(t):=a+t(x—a)
olarak tanimlanan g : R — R" fonksiyonu goéz Oniine alinsin: Sonug 2.2.17
nedeniyle, g fonksiyonu R {izerinde diferansiyellenebilirdir ve her ¢ € R i¢in
Dg(t) = x — a saglanir. L(x;a) dogru pargasi agik olan V' kiimesinin i¢inde
kaldigindan, her ¢ € Is := (—6,1 + ¢) icin g(¢) € V olacak bicimde bir § > 0
sayis1 vardir. Diger taraftan Zincir Kurali kullanilarak, her ¢ € I5 igin

D(fog)(t) = Di(g(t))(x — a) (2.3.1)

oldugu goriliir. u € R™ vektorii sabitlenerek F': Is — R fonksiyonu, her ¢t € I;
icin

F(t):=u-(fog)t)
olarak tamimlansi. Bu durumda, (2.2.8) egitligiyle verilen I¢ Carpim Kural ve
(2.3.1)’den dolayi, F fonksiyonu I araligi {izerinde diferansiyellenebilirdir ve bu
araliktaki her ¢ degeri i¢in

F'(t)=u- D(fog)(t) = u- (Df(g(t))(x —a))
saglanir. Bir-boyutlu Ortalama Deger Teoremi'nden, o halde, bir ¢y € (0, 1) igin
u- (f(x) —f(a)) = F(1) — F(0) = F'(to) = u- (Df(g(t0))(x — a))
esitliginin saglandigy elde edilir, ve ¢ := g(ty) alinarak ispat tamamlanir. O

Teorem 2.3.2'nin m = 1 i¢in 6zel hali, uygulamalarda sikca karsilagilan gercel-
degerli fonksiyonlar i¢indir (ayrica bkz. Problem 1 & Problem 5).

Sonug 2.3.3. V kimesi R™ uzay: i¢inde acik ve konveks, ve f: V — R olsun.
Eger f fonksiyonu V dzerinde diferansiyellenebiliyorsa ve a ve a+h vektorlerinin
tkisi de V' kiimesinin i¢inde kalwyorsa, bu durumda

B n 8f

f(a+h)— f(a) = , ﬁj(a—ﬁ—th)h]— =Vf(a+th)-h (2.3.2)

esitligi ger¢eklenecek bigimde bir t € (0,1) sayst vardr.
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Kanat. V kiimesi konveks oldugundan ve a ve a+h vektérlerini barindirdigindan,
L(a+h;a) C V olur; bu ise, Teorem 2.3.2 nedeniyle, sifirdan farkh her u skaleri
i¢in bir ¢ € L(a + h;a) noktasimin,

u(f(a+h)— f(a)) = u(Vf(c) h)

esitligi gerceklenecek bigimde bulunmasi anlamina gelir. Bu son esitlik u ile
boliiniip ¢ = a + th olacak gekilde ¢ € (0,1) noktas1 alinarak da, (2.3.2) elde
edilir. O

Sonug 2.3.4. V kiimesi R™ uzay iginde agik, H kiimesi V' kiimesinin bir kom-
pakt alt-kiimesi, ve f : V. — R™ fonksiyonu V tzerinde strekli-diferansiyellenebi-
lir olsun. Eger E kiimesi H kiimesinin bir konveks alt-kiimesi ise, bu durumda
(H kiimesine ve £ fonksiyonuna baglh olan, fakat E kimesine bagl olmayan) bir
M sabiti, her x,a € E i¢in

I£(x) — f(a)[| < M [jx — al|
gerceklenecek bicimde vardar.

Kamt. £ : V. — R™ fonksiyonunun V iizerinde siirekli-diferansiyellenebilir ol-
masindan dolay1r Df matrisinin girdileri olan kismi tiirev fonksiyonlar1 kompakt
olan H kiimesi lizerinde siirekli olduklarindan, Teorem 1.6.9 nedeniyle,

M := \/(mn) sup || Df(c) |00
ceH
degeri bir sonlu gergel sayidir, ve sadece H kiimesine ve f fonksiyonuna baglhdir.

x,a € F olsun ve u := f(x) —f(a) olarak alinsin. F kiimesi konveks oldugundan,
L(x;a) C FE olur; bu ise, Teorem 2.3.2 nedeniyle, bir ¢ € L(x;a) i¢in

I£(x)—f(a)||* = w(f(x)~f(a)) = u(Df(c)(x~a)) = (f(x)—f(a))-(Df(c)(x~a))

olmasi anlamina gelir. Cauchy-Schwarz Esitsizligi ve Teorem 1.1.12 kullanilarak,
o halde,

I£(x) — £(a)|* < v/ (mn) [£(x) — £(a)]| | DE(c) o [Ix —all

olarak elde edilir. Eger ||f(x) — f(a)|| = 0 ise, teoremin hitkmii dogrudur; aksi
durumda, yukaridaki son esitsizlik kesin pozitif olan |f(x) — f(a)|| sayisiyla
béliinerek, istenen

I1£(x) — £(a)[l < V(mn) | DE(e) || lIx — all < M [|x — a

sonucuna ulagilir. O
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Sonug 2.3.5. V kiimesi R™ i¢inde a¢ik ve baglantils, ve £ : V — R™ fonksiyonu
V dizerinde diferansiyellenebilir olsun. Eger her ¢ € V i¢in Df(c) = Oy ise,
f fonksiyonu V dzerinde bir sabit fonksiyondur.

Kanit. Bir a € V noktasi sabitlenerek, x € V olarak almsin. V' kiimesi R™
iginde agik ve baglantih oldugundan, §1.6, Problem 8 (a) nedeniyle, V' kiimesi
R™ i¢inde gokgensel-baglantilidir; yani, 7 = 1,..., N olmak iizere sonlu sayida
x; € V noktalary, xg = a, xy = x, ve j = 1,...,N i¢in L(x;_1;%x;) C V
olacak bigimde bulunur. u := f(x) — f(a) olsun, ve Teorem 2.3.2’nin sonucu Df
matrisinin sifir matrisi oldugu hipoteziyle birlikte kullanilarak her j =1,..., N
icin bir ¢; € L(x;_1;%;) noktasi,

u- (f(x;) — f(x;-1)) = u- (Df(c;)(x; —x;-1)) =0

gerceklenecek bicimde segilsin. Boylece, igareti farkh terimler sadelestirilip topla-
narak,

N

0="> u-(£(x;) — f(x;-1)) = u- (£(x) — £(a)) = [[f(x) - f(a)|?,

=1

yani f(x) = f(a) elde edilir; bu ise, x noktasi keyfi oldugundan, f fonksiyonunun
V' iizerinde bir sabit fonksiyon olmasi demektir. O

Tek-degiskenli fonksiyonlar icin gegerli olan Taylor Formiilii'nii® ¢ok-degiskenli
ve gergel-degerli fonksiyonlarin durumunda elde edebilmek icin, klasik diferan-
siyel kavrami bu tip fonksiyonlara genisletilmelidir. p > 1 bir dogal say1, V' C R"”
bir agik kiime, a € V, ve f : V — R bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonunun
(p — 1)’inci mertebeden kismi tiirevleri V' kiimesi iizerinde varsa ve bu fonksi-
yonlar a noktasinda diferansiyellenebilir oluyorlarsa, bu durumda

n n apf
(p) — ) )
D®) f(a; h) Z:: ;8xil-~-8x¢p(a)h“ h,

ifadesine, f fonksiyonunun a ve h := (hq,...,h,) noktalarindaki p’inci-merte-
beden tam diferansiyeli denir. p = 1 durumunda—‘sifirinci-mertebeden’ kismi
tirevin, tanmim olarak, fonksiyonun kendisine egit oldugu kullanilarak—

of

DY f(a;h) = 9,

5 —(a)h; = Vf(a)-h = Df(a)(h)

9Bkz. [17, Theorem 4.41].
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oldugunu; p > 1 iginse, herhangi mertebeli tam diferansiyellerin iteratif olarak

D f(a;h) = DV (DP ) (ash)
- J; 87:17] 7.121 % Zl 1 65611 81’11, 1 (a)hil e hiP*l h]

seklinde elde edilebileceklerini gbzlemlemek kolaydir.

Tam diferansiyel, pratikte, hesaplamasi uzun iglemler gerektiren bir nesne ol-
masina kargin, agagidaki 6rnegin ve Problem 4’iin gosterdigi gibi, iki-degiskenli
ve yeterince ‘diizgiin’ fonksiyonlar i¢in binom katsayilar: yardimiyla kolayca elde
edilebilir.

Ornek 2.3.6. V C R? bir agik kiime, (a,b) € V, ve f : V — R fonksiyonu V
iizerinde C2-smifindan olsun. Bu durumda, tamim geregince,

82f 2f 82f 2f

D@ f((a,b); (h,k)) = h® =5 (a,b) + hk b) + hk a,b) +k* =5 (a,b
olur. Ancak Teorem 2.1.2 nedeniyle f,,(a,b) = fyz(a,b) oldugundan,
92 92
D® f((a,b): (k) = 2L (0, il LAy
(a0 0 19) = 125 00) 4 20y + 25 L )
olarak elde edilir. Ozel olarak bu, érnegin, f(z,y) := (zy)? olarak tanimlanan

f: R? — R fonksiyonu igin
D@ f((z,y); (h, k) = 2y*h? + Swyhk + 22°k*
olmasi demektir.

Teorem 2.3.7 (Taylor Formiili). p € N, V. C R" bir ag¢tk kiime, x,a € V,
f V. — R bir fonksiyon, ve [ fonksiyonunun (p — 1)’inci-mertebeden kismi
tiirevleri V' iizerinde var olsun. Eger [ fonksiyonunun (p — 1) inci-mertebeden
her kismi tirevi V' dzerinde diferansiyellenebiliyorsa ve L(x;a) C V ise, bu
durumda bir ¢ € L(x;a) noktasy, h := x — a i¢in

p—1

Fx) = @)+ L D) f(ash) + o L D) f(c;h)

k=1

esitligi saglanacak bicimde vardar.
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Kamit. h = x — a olsun. Teorem 2.3.2'nin kanitindakine benzer arglimanlar
kullanilarak bir 6 > 0 sayisi, her ¢ € Is := (—d,1+49) i¢in a+th € V saglanacak
bigimde segilsin. Her ¢ € I i¢in F'(t) := f(a+th) olarak tamimlanan F': Iy — R
fonksiyonu I iizerinde diferansiyellenebilirdir ve Zincir Kurali nedeniyle

F'(t)=Df(a+th)(h) =) a‘%(a + th)hy,
k=1

olur. Buradan, ardigik tiirevler alinarak, her j = 1,2,...,p icin

Z 28:10 ajf (a+th)h, ... Iy,

11=1 ij= ’Lj
oldugu goriiliir; dolayisiyla, 7 =1,...,p— 1 ve t € I5 i¢in
FU)(0) = DY f(a;h) ve F®(t)=DWP f(a+ th;h) (2.3.3)
olarak elde edilir. Béylece, F' fonksiyonunun [0, 1] araligini igeren [ araligi i-

zerinde p’inci-mertebeden tiirevinin var oldugu sonucuna ulagilir. Bu ise, bir-

boyutlu Taylor Formiilii ve (2.3.3) kullanildiginda, bir ¢ € (0, 1) igin

p—1 1
1

17

F(J)(O) + l'F(p) ()
p:

J

—Z D(J)fah)—l— D(p)f(a—i—th h)

olmasi anlamina gelir, ve ¢ := a + th alinarak kanit tamamlanir. O

Problemler

1. f:R™ — R olmak iizere, R™ igindeki her u birim vektorii igin Dy, f(a+tu) yonlendirilmis
tiirevi (bkz. §2.2, Problem 3) her ¢t € [0, 1] i¢in var olsun. Bir ¢ € (0, 1) igin,
fla+u) - f(a) = Duf(a+tu)
esitliginin saglandigini gosteriniz.
2. 7 ve « pozitif gergel sayilar, E C R™ bir konveks kiime, 0 noktas1 E kiimesinin bir
yigilma noktasi, ve E C B,(0) olsun. Eger f : B.(0) — R fonksiyonu E igindeki
her x igin |f(x)| < ||x]|* kosulunu saghiyorsa ve f fonksiyonu B,(0) lizerinde siirekli-

diferansiyellenebilir ise, bir M > 0 sabitinin her x € F i¢in |f(x)| < M ||x|| gercek-
lenecek bigimde var oldugunu kanmitlayimiz.
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3. (a) f(z,9) := vVx + Vy fonksiyonu igin a := (1,4) noktasindaki Taylor Formiilii’nii
p = 3 igin ifade ediniz.
(b) f(z,y) := 22 + xy + y? fonksiyonunu (z + 1) ve (y — 1) terimlerinin kuvvetleri
cinsinden ifade ediniz.
(¢) f(z,y) := e*¥ fonksiyonu i¢in a := (0, 0) noktasindaki Taylor Formiilii'nii p = 4
i¢in ifade ediniz.
4. [ : R?2 — R fonksiyonu bir » > 0 igin B, ((z0,y0)) iizerinde CP-sinifindan olsun. Her
(z,y) € Br((%0,y0)) igin (z0,y0) ve (z,y) noktalarim birlegtiren dogru pargasinin iize-
rinde bulunan bir (¢, d) noktasinin,

p—1 k
k . X 8k
f(z,y) :f(oco,yo)-i-kz:l% z% (j)(m_IO)J(y_yO)kﬂW?ﬂﬁ(xmyo)
— =
P
L p ; _. OPf
T (j)(“ﬂo)](y*yo)p e

j=0
esitligi saglanacak bigimde var oldugunu ispatlayiniz.
5. 7>0,a,b€R, f:Br((a,b)) — R diferansiyellenebilir, ve (z,y) € Br((a,b)) olsun.
(a) g(t) := f(tz+ (1 —t)a,y)+ f(a,ty+ (1 —t)b) olarak tamimlanan g fonksiyonunun
tiirevini hesaplayimniz.

(b) a ve z ve b ve y noktalar1 arasinda bulunan, sirasiyla, ¢ ve d sayilarinin,
(@, y) — fla,b) = (z — a) fo(c,y) + (y — b) fy(a,d)
saglanacak bi¢imde var olduklarini kanitlayiniz.

6. (Taylor Formiilii'niin Integral Formu). p € N, V. C R" bir agik kiime, x,a € V, ve
f:V — R fonksiyonu V tizerinde CP-siifindan olsun. Eger L(x;a) CV ve h:=x—a
ise,

1
(p—1!

p—1 1
J69 — @) = Y = D) ) + / (1?1 D) f(a+ th h) dt
k=1 0

oldugunu gosteriniz.

7. V C R"™ bir acik kiime ve f : V — R fonksiyonu V iizerinde C2-simufindan olsun, ve bir
a€Vveher j=1,...,n icin fzj (a) = 0 gergeklensin. Eger H kiimesi V kiimesinin
kompakt ve konveks bir alt-kiimesi ve a € H ise, bir M > 0 sabitinin her x € H igin

|f(x) = f(a)| < M [|x —a||?
gergeklenecek bigimde var oldugunu gosteriniz.

8. V C R? bir agik kiime, (a,b) € V, ve f : V — R fonksiyonu V iizerinde C3-simifindan
olsun.
4 2w
Tli_r% = ; fla+rcosf,b+rsinf)cos(20) df = fre(a,b) — fyy(a,b)

esitligini kanitlayiniz.
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9. V C R2 bir agik kiime, H := [a,b] x [0,c] C V bir dikdértgen, u : V — R fonksiyonu V'
iizerinde C2-smifindan, ve her (zo,to) € OH igin u(zo,to) > 0 olsun.
(a) Her € > 0 igin, u(x,t) > —e esitsizligi her (z,¢t) € H ~\ K icin gergeklenecek
bi¢imde bir kompakt K C H° kiimesinin bulundugunu gosteriniz.

(b) Bir (z1,t1) € H® igin u(x1,t1) := —€ < 0 olsun, ve r > 0 gergel sayis1 2rt; < £
olacak bigimde segilsin. (a) kisminda elde edilen sonug € := £/2—rt; igin kullanilip
K kompakt kiimesi secildiginde,

w(z, t) = u(z,t) + r(t —t1)
fonksiyonunun H iizerindeki minimumunun bir (z2,t2) € K noktasinda alindigin

kanitlayimniz.

(c) Eger u fonksiyonu V {izerinde, st denklemsi olarak adlandirlan uzy — ue = 0
denklemini sagliyorsa ve her (zo,to) € 0H igin u(zo,t0) = 0 ise, her (x,t) € H
igin u(z,t) > 0 oldugunu ispatlayinz.

2.4 Ters Fonksiyon Teoremi

Gergel sayilarin bir I agik aralig: {izerinde bire-bir ve siirekli olan gergel-degerli
bir g : I — g(I) fonksiyonu igin, ¢ € I noktas1 ¢'(xg) degerinin var ve sifirdan
farkl oldugu bir nokta ise, g=* : g(I) — I fonksiyonu yo := g(xo) noktasinda
diferansiyellenebilirdir ve
1
—1y/
(g ) (yO) g’(IO)

esitligi saglanir. Ters Fonksiyon Teoremi olarak adlandirilan bu 6nemli sonug,
bu kisimda, ayni1 boyutlu uzaylar arasinda tamimli ve karsilik gelen kogullar:
saglayan bir f : R® — R™ fonksiyonu icin elde edilecektir. Kamitinin yapisi
itibariyle simdiye dek ispatlanan tiim sonuglardan daha derin olan ilgili neticeyi
elde etmek icin gerekli alt-yapiy1 kurmaya baglamadan 6nce, bir kare matrisin
tersinir olabilmesi i¢in bu matrisin determinantinin sifirdan farkli olmasinin
gerekli ve yeterli oldugu hatirlanmahdir: [Df(a)]~! matrisinin var olmasi igin
gerekli ve yeterli kogul, o halde, A¢(a) Jacobi determinantinin sifir olmamasidir.

Ters Fonksiyon Teoremi’ni miimkiin kilan temel olgular, Jacobi determinan-
tinm sifirdan farkli olmasimin getirdigi sonuclardir. Ilk olarak, sifirdan farkl bir
Jacobi determinantina sahip ve bire-bir olan bir fonksiyonun agik kiimeleri agik
kiimelere gonderdigini gorecegiz: Agiklama 1.6.7’nin gosterdigi gibi, bu &zellik
siirekli fonksiyonlar i¢in genel olarak dogru degildir.

Lemma 2.4.1. V C R" bir ag¢ik kiime, a € V, £ : V. — R"™ bir fonksiyon, ve
r > 0 sayist Br(a) C V icermesi saglanacak bigimde olsun. £ fonksiyonunun
B,.(a) dzerinde stirekli ve bire-bir oldugu, ve bu fonksiyonun birinci-mertebeden
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tim kismi tirevlerinin By(a) agik topunun her noktasinda var olduklary kabul
edilsin. Eger By.(a) dzerinde Ay # 0 ise, bu durumda B,(f(a)) C f(B,(a))
ger¢eklenecek bicimde bir p > 0 sayist vardar.

Kanat. Her x € B,(a) igin,

9(x) = [If(x) - f(a)]]

olarak tammlansin: hipotezden dolayi, ¢ : B.(a) — R fonksiyonu siireklidir.
Diger taraftan f fonksiyonunun bire-bir olmasi, her x # a igin g(x) > 0 olmasini
gerektirir; bu ise, kapali ve sinirli oldugundan dolay:1 0B,.(a) kiimesi Heine-Borel
Teoremi nedeniyle kompakt oldugundan,

= inf >0
m xeérlé’r (a) g(X)

olmas: demektir.
p:=m/2 almsin ve y € B,(f(a)) noktas: sabitlensin. x € B,.(a) igin

h(x) = [[£(x) =yl

olarak tanimlanan gergel-degerli h fonksiyonu—Heine-Borel Teoremi’nden dolayi1—
kompakt olan B,.(a) kiimesi tizerinde siirekli oldugundan, Ekstremum Deger Teo-
remi nedeniyle, bu kiime {izerindeki en kiigiik degerine ulagir: yani bir b € B,.(a)
noktasi, her x € B.(a) i¢in h(b) < h(x) saglanacak bicimde vardir.

Simdi, b € B,(a) oldugunu gérmek i¢in, bir geligkiye ulagabilmek amaciyla
b ¢ B,.(a) oldugu varsayilsin: Teorem 1.2.14 (iv) nedeniyle, bu, b € 9B, (a)
olmasi demektir. Diger taraftan h(a) = ||f(a) — y|| < p oldugundan, h(b) mini-
mum degeri igin de h(b) < p esitsizligi dogru olur. b € 9B, (a) oldugundan, o
halde, Ucgen Esitsizligi ve p sayisin se¢iminden dolay:

p > h(b) = [[f(b) —y|| = [[f(b) — f(a)[| - [[f(a) — yl| = g(b) = h(a) > 2p—p =p

geligkisine ulagilir: yani, b € B,.(a) gergeklenir.

Kanit1 bitirmek igin, y = f(b) oldugu goriilmelidir. h(b) > 0 oldugundan,
h?(b) degeri h? fonksiyonunun B,.(a) iizerindeki minimumudur; dolayisiyla, bir-
boyutlu teoriden dolayi, her £k = 1,...,n igin

on?
3xk

(b) =0
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gergeklenir. Bu ise, bilesenleri cinsinden f := (f1,...,fn) ve y := (y1,.-.,Yn)
olmak iizere, h*(x) = 37, (fj(x) — y;)? gergeklendiginden,

8h2 - 5‘ af;
= G ) = 226060~ ) 7 ) (2.41)
olmasi demektir. (2.4.1) esitligi, n adet f;(b) — y; bilinmeyeninden ve n tane
denklemden olugan homojen bir lineer sistemi gosterir. Hipotez nedeniyle bu sis-
temin katsayilar matrisinin determinanti 2" A¢(b) # 0 oldugundan, Cramer Ku-
rali*® kullanilarak (2.4.1) sisteminin sadece sifir ¢ozlimiiniin oldugu elde edilir:
yani, her j = 1,...,n i¢in fj(b) — y; = 0 gerceklenir. Dolayisiyla y = f(b),
ve bundan dolay1 y € f(B,.(a)) olur. O halde, y noktasi keyfi oldugundan,
B,(f(a)) C f(B,(a)) icermesi saglanir. O

Simdi de, f fonksiyonu siirekli ve bire-bir ve Ag Jacobi determinanti sifirdan
farkli oldugunda, f~! fonksiyonunun siirekli oldugunu gorelim.

Teorem 2.4.2. V C R"™ bir agik kiime ve £ : V. — R”™ sitirekli olsun. Eger
V dizerinde £ fonksiyonu bire-birse ve f fonksiyonunun birinci-mertebeden tim
kismi tirevleri V dzerinde varsa, ayni zamanda da 'V dzerinde Ag # 0 oluyorsa,
o zaman £~ fonksiyonu £(V) iizerinde siireklidir.

Kanat. Teorem 1.6.4’den dolayi, V' kiimesinin R™ iginde agik olan her W alt-
kiimesi igin £f(1W) kiimesinin R™ iginde agik oldugu gosterilirse kanit tamamlanir.
b € f(W), yani bir a € W i¢in b = f(a) olsun. W kiimesi agik oldugundan bir
g > 0 sayisi, By(a) C W olacak bi¢imde vardir: bu, 0 < r < ¢ saglanacak
bigimde bir r sayws1 segilirse, B.(a) C W olmasi demektir. f fonksiyonu W
kiimesini igeren V kiimesi iizerinde bire-bir oldugundan, Lemma 2.4.1 nedeniyle
bir p > 0 sayusi,

B,(b) = By(f(a)) C £(B,(a))

gergeklenecek bigimde vardir: buise, f(B,(a)) C f(IW) oldugundan, f(W) kiimesi-
nin acik olmasi demektir. O

Acgiklama 2.4.3. Teorem 2.4.2'nin ifadesindeki A¢ # 0 olma kogulu kimi du-
rumlarda kaldirilabilir: her # € R i¢in f(x) := 23 olarak tanimlanan f: R — R
ve bu fonksiyonun tersi olan f~!(z) = v/[3]z fonksiyonlariin ikisi de R iizerinde
streklidir, ancak Ay(0) = f'(0) = 0 olur.

1°Bkz. [16, Theorem 2.104].
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Bu kisima ismini veren sonucunu kanitlamadan 6nce son olarak, siirekli-diferan-
siyellenebilir bir fonksiyonun Jacobi determinant1 bir noktada sifir degilse, bu
noktanin ‘yakininda’ ilgili fonksiyonun bire-bir olmasi gerektigini gorecegiz.

Lemma 2.4.4. V C R"” bir agik kiime ve £ := (f1,..., fn) : V. — R™ fonksiyonu
V dizerinde strekli-diferansiyellenebilir olsun. Eger bira € V i¢in Ag(a) # 0 ise,
bu durumda bir r > 0 saysy; Br(a) CV, f fonksiyonu B, (a) tzerinde bire-bir,
her x € B.(a) i¢in Ag(x) # 0, ve her c1,...,¢, € B.(a) i¢in

det {g{? (ci)}

J

£0

nx

olacak bigimde vardr.
Kamit. Her (x1,Xs2,...,X,) € R™ icin h : R — R fonksiyonu

h(x1,X2,...,%Xy) := det {gf (xl)}

nxn

olarak tanimlansin. Tanimi geregince bir matrisin determinant:1 matrisin girdi-
lerinden toplama, ¢ikarma ve garpma iglemleriyle elde edildiginden ve hipotez-
den dolay1 V iizerinde f fonksiyonu siirekli-diferansiyellenebilir oldugundan, h
fonksiyonu V™ := V x --- x V {izerinde siireklidir. h(a,...,a) = Ag¢(a) # 0
n tane

oldugundan, o halde, bir » > 0 says1 B,.(a) C V ve her cy,...,c, € B,.(a) i¢in
h(ci,...,cn) # 0 gerceklenecek bicimde vardir. Ozel olarak da, her x € B,(a)
icin Ag(x) = h(x,...,x) # 0 saglanir. Son olarak, eger f fonksiyonu B,(a)
kiimesi tizerinde bire-bir olmasaydi, yani x # y olan x,y € B,(a) noktalar: igin
f(x) = f(y) gerceklenseydi, Ornek 1.4.2 nedeniyle L(x;y) C B,(a) oldugundan,
Sonug 2.3.3 kullanilarak,

0= fily) = filx) = ai‘mi(ci)(yk — ) (2.4.2)

esitliginin x := (z1,...,2,), ¥ := (Y1,.--,Yn), bir ¢; € L(x;y), vei =1,...,n
i¢in dogru olmasi gerektigi sonucuna ulagilirdi. Ancak bu, her ¢4,..., ¢, € B.(a)
i¢in h(cy, ..., c,) # 0 saglandigindan, n tane (y, —xy) bilinmeyenli n adet lineer
denklemden olusgan (2.4.2) sisteminin katsayilar matrisinin determinanmmnin sifir-
dan farkl olmasini, yani—Cramer Kurali'ndan dolayi—bu sistemin sadece sifir
¢Ozlimiinlin bulunmasini, dolayisiyla her k = 1,...,n i¢in yr — xr = 0 esitliginin
saglanmasini, ve bu nedenle de varsayimla celigen x = y olmasini gerektirirdi. f
fonksiyonu, o halde, B, (a) agik topu lizerinde bire-bir olmak zorundadir. O
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Artik, bu kismin temel sonucunu kanitlayabilecek durumdayiz.

Teorem 2.4.5 (Ters Fonksiyon Teoremi). V' C R™ bir agik kime, £ : V — R”
fonksiyonu V dzerinde sirekli-diferansiyellenebilir, ve W := £(V) olsun. Ejer
bira € V igin Ag(a) # 0 ise, bu durumda

(i) a € Vp ve f(a) € Wy;
(i) f: Vo — Wy bire-bir ve drten ve =1 : Wy — Vi bire-bir ve érten;
(iii) £~ fonksiyonu Wy iizerinde siirekli-diferansiyellenebilir; ve
(iv) hery =f(x) € Wy ig¢in
D(f7")(y) = [Df(x)] ™

olacak sekilde Vo CV ve Wy C W agik kimeleri varder.

Kamit. Bilegenleri cinsinden f := (f1,..., f,) olmak {izere, Lemma 2.4.4 ne-
deniyle a merkezli bir B agik topu, B iizerinde Ag # 0 ve her ¢; € B igin
ofi
A = det [axj (cz)an £0

olacak bigimde vardir. Teorem 2.4.2’den, f(B) iizerinde f~! fonksiyonu siirek-
lidir. a merkezli ve yaricap1 B acik topunun yaricapimdan kesin kii¢lik olan bir
actk top By olsun. Bu durumda By C B gerceklenir ve Lemma 2.4.1 nedeniyle
f(a) merkezli bir By agik topu, B; C f(By) saglanacak bi¢imde bulunur.

Simdi, yo € By noktasi ve i,k € {1,...,n} sayilar sabitlensin. t € R sayis1
Yo + ter € B; olacak bicimde alinarak,

Xg = f_l(}’O) ve Xjp:i= f_l(yo + teg)

olarak tanimlansin. Sonug 2.3.3’den dolay1 ¢; € L(xg;x1) noktalar;, i =1,2,...,n
icin
x1 —Xo _ fi(x1) — fi(xo)
Viile) —— = : " : (2.4.3)
esitligi saglanacak sekilde vardir. Her j = 1,...,n i¢in, xg ve x; vektorlerinin

J’inci bilegenleri, sirasiyla, z(j) ve x1(j) ile gosterilsin. (2.4.3) esitlikleri B agik
topunun segimi nedeniyle katsayilar matrisinin determinanti sifirdan farkli olan
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n tane (x1(j) —xo(j))/t bilinmeyenli n adet lineer denklemden olugan bir sistemi
gosterdiginden, Cramer Kural nedeniyle (2.4.3) sisteminin ¢oziimlerinin

fj_l(YO + tey) — fj_l()’o) _ 21(j) — zo(4)
t t

=: Q;(t) (2.4.4)

esitliklerini sagladig1 goriiliir: burada Q,(¢) sembolii, f fonksiyonunun bilesen
fonksiyonlarinin ya da bunlarin birinci-mertebeden kismi tiirevlerinin, sirasiyla,
X1 ve Xg ya da c; noktalarindaki degerlerini girdileri olarak kabul eden deter-
minantlarin bir oranimi gostermektedir. ¢ — 0 olmas1 x; — X, ¢; — Xg, Ve
Yo +tep — yo olmasini gerektirdiginden, ¢ — 0 igin Q;(¢) fonksiyonu Q; fonksi-
yonuna yakinsar: buradaki Q; sembolii ise, f fonksiyonunun bilesen fonksiyon-
larmm ya da bunlarin birinci-mertebeden kismi tiirevlerinin xo = f~!(yg) nok-
tasindaki degerlerini girdileri olarak kabul eden determinantlarin bir oranidir.
f=1 fonksiyonu f(B) iizerinde siirekli oldugundan, o halde, her y, € B; igin Q;
fonksiyonunun siirekli oldugu elde edilmig olur. Dolayisiyla, (2.4.4) esitliginde
t — 0 icin limite gegilirse, f;l fonksiyonunun birinci-mertebeden kismi tiirev-
lerinin yo noktasinda var ve Q; degerine esit olduklar: gériilmiis olur: yani, f -1
fonksiyonu B; iizerinde siirekli-diferansiyellenebilirdir.

f(a) merkezli ve yarigapt By agik topunun yarigapindan kesin kiiglik olan bir
Wy agik topu alinarak,

Vo := £~ (W) N By

olarak tamimlansin. Bu durumda, agikar olarak, (i), (ii), ve (iii) gergeklenir. Bun-
lara ek olarak, Zincir Kurali ve Sonug 2.2.17 kullanildiginda, her y € Wy i¢in

I, = DI,(y) = D(f o £7)(y) = DE(f ' (y)) Df ' (y)
oldugu goriiliir; bu ise, matris terslerinin tek tiirlii belirli olmasindan dolay,

Df N (y) = [Df(f ()]

esitliginin saglanmasi, yani (iv) ozelliginin de gergeklenmesi anlamina gelir. ]

Acgiklama 2.4.6. Teorem 2.4.5'in hipotezindeki Ag(a) # 0 olmasi kogulu za-
yiflatilamaz: eger f : B,.(a) — R™ fonksiyonu a noktasinda diferansiyellenebili-
yorsa, ve f~! fonksiyon olarak varsa ve f(a) noktasinda diferansiyellenebilir ise,
bu durumda Ag¢(a) # 0 olmak zorundadir. Gergekten, verilen kogullar altinda
Ag(a) = 0 olsaydi, Sonug 2.2.17 ve Zincir Kurali nedeniyle

I, = D(f "' o £)(a) = D(f~1)(f(a)) Df(a)
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olmasi gerekirdi; bu ise, determinanta gegildiginde,
1=A¢-1(f(a))Ag(a) =0
celigkisine ulagtirirdi.

Acgiklama 2.4.7. Teorem 2.4.5’in hipotezindeki f fonksiyonunun V' {izerinde
siirekli-diferansiyellenebilir olmasi kogulu zayiflatilamaz: her z # 0 gergel sayisi
i¢in f(x) := z+22%sin(1/z) ve f(0) = 0 olarak tanimlanan f : R — R fonksiyo-
nu (—1,1) arahg iizerinde diferansiyellenebilirdir, ve f/(0) = 1 # 0 saglamr;
ancak her k € N icin

f(ﬁ)q(ﬁ)q(ﬁ)

oldugundan, f fonksiyonu sifir noktasii igeren higbir V[, acik kiimesi {izerinde
bire-bir olamaz.

Agiklama 2.4.8. Teorem 2.4.5’in ifadesindeki Vg kiimesi, V' kiimesi baglantili
bile olsa, genel olarak V kiimesinin bir 6z alt-kiimesidir: V := R? \ {(0,0)} ve
her (z,y) € R? igin f(x,y) := (22 — 9%, 2y) ise, (x,y) € V olmasi durumunda
Ag(z,y) = 2(2® + y?) # 0 olur; ancak her (z,y) € R? i¢in f(z, —y) = f(—x,y)
oldugundan, f fonksiyonu V iizerinde bire-bir degildir.

Bu kismin sonunda, Ters Fonksiyon Teoremi’nin 6nemli bir uygulamasi olarak,
bir R? uzaymdan bir R” uzayina tanimli ve R"*? {izerinde ifade edilmis birtakim
bagintilar vasitasiyla—agagidaki ornekte verildigi gibi—kapali olarak tanimlanan
fonksiyonlar incelenecektir.

Ornek 2.4.9. 9 # 0 olmak iizere, z2 + s + 12 = 1 olsun. Bu durumda bir
r > 0 sayis1 ve B,.((so,t0)) agik topu iizerinde siirekli-diferansiyellenebilir olan
bir g(s,t) fonksiyonu, z¢o = g(so,t0) ve (s,t) € Br((so,t0)) olan (s,t) noktalar
icin # = g(s,t) ve 22 + s + t2 = 1 saglanacak bi¢imde bulunur: Gergekten,
22 + 52 +t2 = 1 bagmntisi

r=+V(1—-s>—1?)

esitliklerine denk oldugundan, x > 0 ise g(s,t) := /(1 — s? — t2) olarak tanim-
lanirsa, Zincir Kural kullanilarak,
dg —s dg —t
= Ve — =——
ds V(1 —s2—12) ot /(1 —s2—12)



2.4 Ters Fonksiyon Teoremi 93

oldugu goriiliir: yani, ¢ fonksiyonu s 4+ ¢ < 1 kosulunu saglayan noktalar-
dan olusan iki-boyutlu birim topun igindeki her (s,t) noktasinda diferansiyel-
lenebilirdir. Diger taraftan, x% + s3 + 2 = 1 ve 2o > 0 oldugundan, (s, to, 7o)
noktasi lic-boyutlu str-uzayimmin birim topunun simirindadir ve st-diizleminin
xo birim iizerinde yer alir. Ozel olarak, r := 1 — /(1 — 22) olarak alinrsa,
(s,t) € Br((s0,t0)) ve s +t? < 1 olur. O halde, g fonksiyonu B, ((so,%0))
iizerinde stirekli-diferansiyellenebilirdir. zy5 < 0 olmasi durumunda ise, benzer
argiimanlar g(s,t) := —v/(1 — s? — t?) fonksiyonu icin isletilerek sonuca ulagilir.

Kapali olarak verilen bagintilar, Ornek 2.4.9’da oldugu gibi, her zaman acik
olarak ¢éziilemez Asagidaki 6nemli netice, bu tip ¢ézlimlerin yapilabilecegi kogul-
lari sabitler. x := (z1,...,2,) € R" ve t := (t1,...,t,) € RP vektorleri i¢in (x, t)
sembolii, R"*? uzayma ait (z1,..., 2y, t1,...,t,) vektoriini gosterecektir.
Teorem 2.4.10 (Kapali Fonksiyon Teoremi). V C R™*? bir agik kiime olmak
tzere, F := (Fy,..., F,) : V — R"™ fonksiyonu V dzerinde sirekli-diferansiyelle-
nebilir olsun. Aymi zamanda, xo € R™ ve tg € RP olmak iizere, bir (xo,t9) € V
icin F(xg,to) = 0 saglansin. Eger

O(F1,..., Fp)
a(xlv' .- ,In)
ise, to noktasina igceren bir acitk W C RP kiimesi ve tek tirli belirli strekli-

diferansiyellenebilir bir g : W — R"™ fonksiyonu, g(to) = xo ve her t € W igin
F(g(t),t) = 0 olacak bigimde vardur.

Kamit. Her (x,t) € V igin,

(x0,t0) #0

F(Xat) = (Fl(xat)a B Fn(xvt)atla s atp) (2'4~5)

olsun. Bu durumda, girdileri F}; fonksiyonlarinin ¢, degiskenlerine gére birinci-
mertebeden kismi tiirevlerinden olusan (n x p)-boyutlu bir matris B olmak tizere,
F : V — R"P fonksiyonu icin
=~ B
DF = Ox; nxn

[ Op><n IPJ (n+p) x (n+p)

olur. En alt satir kullanihip acilarak DF kare matrisinin determinant: hesap-
lanirsa, hipotez nedeniyle,

AR, )
Aglxoto) =1- 57—

F (x0,t0) # 0
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oldugu goriiliir. Aym zamanda F(xq, to) = (0, to) esitligi de saglandigidan, Ters
Fonksiyon Teoremi kullanilarak (xq,tq) ve (0,tq) noktalarini igeren, sirasiyla,
0, C Bnﬂ’ ve 0y C R™P acik kiimelerinin; F: Q; — Q9 bire-bir ve oOrten,
G :=F!:Qy; — Q) bire-bir ve érten, ve G fonksiyonu € iizerinde siirekli-
diferansiyellenebilir olacak sekilde var olduklar1 goriiliir.

Bilegsen fonksiyonlar1 cinsinden G := (Gi,...,Gpn,Gnt1,- .., Gpyp) olmak
tizere, ¢ := (G1,...,Gy) olsun. G = F-! fonksiyonu Qs kiimesini bire-bir ve
orten olarak 7 kiimesine gonderdiginden, (2.4.5) nedeniyle, her (x,t) € € igin

¢ (F(x.t)) =x, (2.4.6)

ve her (x,t) € Qs i¢in

ﬁ(¢(x’t)7t) = (X’t) (2~4-7)

gergeklenir. Simdi, W := {t € RP | (0,t) € Qy} kiimesi iizerinde g fonksiyonu,
g(t) := ¢(0,t) olarak tammlansin. Qs kiimesi R"*? i¢inde agik oldugundan, W
kiimesi R? i¢inde agiktir. G fonksiyonu 25 iizerinde siirekli-diferansiyellenebilir
ve bu fonksiyonun ilk n tane bilegen fonksiyonu ¢ oldugundan da, g: W — R”
fonksiyonu W iizerinde siirekli-diferansiyellenebilirdir. Diger taraftan, (2.4.5) ve
(2.4.6) nedeniyle,

g(to) = #(0,t9) = ¢ (ﬁ(xo,to)) = Xg

saglanir. Son olarak, (2.4.5) ve (2.4.7) Ozellikleri kullamlarak, her (x,t) € Qo
icin F(¢p(x,t),t) = x olarak elde edilir: bu ise, x = 0 6zel durumu goz Oniine
alindiginda, her t € W icin F(g(t), t) = 0 olmas: demektir.

Kanit1 tamamlamak i¢in gosterilmesi gereken son olgu, g fonksiyonunun tek
tiirlii belirli oldugudur. Ancak, eger bir h : W — R" fonksiyonu i¢in t € W
oldugunda F(h(t),t) = 0 = F(g(t),t), yani F(h(t),t) = (0,t) = F(g(t),t)
saglaniyorsa, F:Q — O fonksiyonu bire-bir oldugundan, her t € W igin
h(t) = g(t) olmas: gerekir. O

Aciklama 2.4.11. Teorem 2.4.10, bir varlik teoremidir: bir g fonksiyonunun
var oldugunu, bu fonksiyonun acik bir formiille nasil ifade edilebilecegi hakkinda
higbir bilgi vermeden garantiler. Béyle bir fonksiyonun var oldugunu bilmekse,
uygulamalarda karsilagilabilecek birgok durumda bile, fonksiyon ig¢in agik bir
formiil bulmaktan daha az 6nemli degildir.
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Ornek 2.4.12. F(z,s,t) := sz? + to® + 2V/(t + s) + t2z* — 25 cost — 26 — 1
fonksiyonu igin F, = 2sz + 3tx? + 41223 — 5zt cost — 62° kismi tiirevi (1,1,0)
noktasinda sifir olmadigindan ve F(1,1,0) = 0 saglandigindan, n = 1, p = 2,
xo = 1, ve (so,to) = (1,0) icin Kapali Fonksiyon Teoremi F' fonksiyonuna uygu-
landiginda; bir B,((1,0)) agik topu iizerinde siirekli-diferansiyellenebilir olup
9(1,0) = 1 kogulunu saglayan ve her (s,t) € B,.((1,0)) ve z = g(s,t) igin

s+t +2V(t+s) + t2xt — 2P cost —af =1

esitligini gercekleyen bir g(s,t) fonksiyonunun var oldugu kanitlanmig olur. Bu
g fonksiyonunu agik bir formiille ifade etmekse, miimkiin degildir.

Agiklama 2.4.13. Acik bir formiille ifade edilebilen durumlarda bile, Kapali
Fonksiyon Teoremi’'ni uygulamak, genel olarak, bir bagintiy1 baz degiskenleri
icin ¢ozmeye caligmaktan daha kolaydir: Ornek 2.4.9 yeniden goz 6niine alinirsa,
F(z,s,t) := 1 — 2% — 52 — 2 fonksiyonu i¢in F, = —2z oldugundan, Kapali
Fonksiyon Teoremi’nden dolayi, her xy # 0 igin bir siirekli-diferansiyellenebilir
x = g(s,t) fonksiyonunun var oldugu hemen goriiliir. Bu kolaylik, birden ¢ok
diferansiyellenebilir fonksiyonun ayni anda var olduklarinin gosterilmek istendigi
durumlar icin de gegerlidir.

Ornek 2.4.14. (z,y, z,w) = (2,1, —1, —2) noktas1 merkezli bir B a¢ik topunun
tizerinde stirekli-diferansiyellenebilir olan, her (z,y, z, w) € B i¢in

denklemlerini saglayan, ve u(2,1,—1,-2) =4 ve v(2,1, -1, —2) = 3 kogullarim
gercekleyen u,v : R* — R fonksiyonlar1 vardir: Gercekten, n = 2, p = 4, ve

F(u,v,2,y,z,w) = (u? + v +w? — 29, u?/2* + v?/y? +w?/2* — 17)
almirsa, F(4,3,2,1,—1,—2) = (0, 0) olarak elde edilir; diger taraftan da,
Fi(u,v,z,y, z,w) := u® + v* + w? — 29

ve
Fy(u,v,2,y, z,w) == u? /2% + v* [y + w?/2* — 17

8(F1,F2) - [ 2u 2v :| o (i_i)
o)~ 2 Lousa? 202 TN R T

determinantinin u = 4, v = 3, x = 2, ve y = 1 i¢in sifir olmadig1 goriiliir. Boylece,
Kapali Fonksiyon Teoremi'nden, verilen kogullari saglayan u ve v fonksiyon-
larinin var olduklar: sonucuna ulagilir.

igin
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Problemler

1. Lemma 2.4.1’in hipotezinde verilen f fonksiyonunun B, (a) iizerinde bire-bir olmasi
gerektigi yolundaki kogulun, her x € By.(a) igin f(x) # f(a) olmas: gerektigi koguluyla
degistirilebilecegini gosteriniz.

2. E:={(z,y) ER? |0 <y <z} ve her (z,y) € E icin f(z,y) := (z + y, zy) olsun.

(a) f:E— {(s,t) € R? | s > 2V, t > 0} fonksiyonunun bire-bir ve 6rten oldugunu
gosteriniz, ve f~1(s,t) fonksiyonunu belirleyiniz.

(b) Ters Fonksiyon Teoremi'ni kullanarak, z # y i¢in D(f~1)(f(x,y)) tam tiirevini
hesaplayiniz.

(c) (a) kisminda elde edilen sonucu kullanarak, D(f~1)(s,t) tam tiirevini dogrudan
hesaplayimiz.

3. u €R, v >0, ve f(u,v) := (u? — v2,sinu — Inw) olsun. (—1,0) noktasi etrafinda f~1
fonksiyonunun var ve diferansiyellenebilir oldugunu ispatlaymiz, ve D(f~1)(—1,0) tam
tlirevini hesaplayimiz.

4. Birr > 0igin, f := (f1, f2) : R? — R? fonksiyonunun birinci-mertebeden kismi tiirevleri
B, ((z0,y0)) acik topu tizerinde siirekli olsun. Eger A¢(zo,yo0) # 0 ise,

_ dfa 1 9f1
of; ! W(Imyo) of; —W(Imyo)
£(z0, o)) = : f(zo,y0)) = — 22—
Ox (F(zo, 30)) Ag(xo,yo0) Oy (F(@o,30)) Ag(z0,y0)
afyt — 882 (20, y0) afy ! 91 (20, yo)
2 (f(z0,y0)) = —2 ; 2 (f(x0,y0)) = 22—
oz Ag(0,y0) Oy Ag(z0,%0)

esitliklerinin saglandigini gosteriniz.
5. u(1,1) =1, v(1,1) =1, w(1,1) = —1 kogullarini, ve B;((1,1)) tizerinde
u® + av? —y+w=0
v5+yu2—:c+w:0
whdyS —at =1
denklemlerini saglayan, siirekli-diferansiyellenebilir w(z,y), v(z,y), ve w(z,y) fonksi-
yonlarinin ve bir r > 0 gergel sayisinin var oldugunu ispatlayiniz.
6. (z0,yo) noktasinin ‘yakininda’ siirekli-diferansiyellenebilir olan ve
xu2+yv2+xy:9
xv2+yu2 —zy=7
denklemlerini saglayan gercel-degerli u(z,y) ve v(z,y) fonksiyonlarinin bulunabilmesi
i¢in, (xo0, Yo, u0,vo) noktasmin gerceklemesi gereken kosullar1 belirleyiniz. Bu kogullar

saglandiginda, ¢oziim fonksiyonlarinin u? 4+ v2 = 16/(x + y) esitligini sagladiklarini
gosteriniz.

u2+sac+ty:0
2

v:+tr+sy=0
5 5 (2.4.8)
sz +ty=0

st—to =0
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denklemlerini saglayan sifirdan farkli zo, yo, uo, vo, So, to sayilar1 verilmig olsun.
(z0,yo) noktasini igeren bir B agik topunun ve B iizerinde siirekli-diferansiyellenebilir
olan ve (2.4.8) denklemlerini saglayan u(z,y), v(z,y), s(z,y), t(z,y) fonksiyonlarinn,
u(zo,Yo0) = wo, v(zo,y0) = vo, $(xo,y0) = so, ve t(xo,yo) = to gerceklenecek bigimde
var olduklarini kanitlayiniz.
8. R3 icinde, grafigi
G:={(z,y,2) €R®| F(z,y,2) = 0}
olarak tamimlanan bir F(z,y, z) bagintisi géz Oniine alinsin. Eger F(z,y, z) = 0 esitligi
degigkenlerinden birisi igin diferansiyellenebilir bir gekilde ‘goziilebiliyorsa’ (6rnegin,
(b, ¢) noktasinda diferansiyellenebilir olan ve (b,c) noktasi merkezli bir acik topa ait
her (y, z) noktas igin F(f(y,2),y,2) = 0 esitligini saglayan bir x = f(y, z) fonksiyonu
bulunabiliyorsa), G grafiginin (a, b, ¢) noktasinda “bir teget diizlemine sahip oldugu,”
soylenir. F : R — R fonksiyonu (a,b,c) noktasinda siirekli-diferansiyellenebilir ve
VF(a,b,c) # 0 olsun.
(a) G grafiginin (a, b, ¢) noktasinda bir teget diizlemine sahip oldugunu ispatlayiniz.
(b) Eger II, denklemi A\(z,y, z) := d olan, (a, b, ¢) noktasindan gegen, ve \(z,b,z) = d
ve A(a,y,z) = d dogrularinin, sirasiyla, z = a noktasinda F(z,b,z) =0 vey =b
noktasinda F(a,y, z) = 0 egrilerine teget olduklar: diizlem ise, II diizleminin bir
normal vektoriiniin VF(a, b, ¢) oldugunu gosteriniz.

9. Eger V C R™ bir acik kiime ise ve Cl-sinifindan olan ¢ : V — R fonksiyonu igin V
tizerinde Ay # 0 oluyorsa, ¢(V') kiimesinin acik oldugunu kanitlayiniz.

2.5 Ekstremum degerler

§2.3 ve §2.4 kisimlarinda elde edilen Taylor Formiilii ve Kapali Fonksiyon Teo-
remi’nin temel uygulama alanlarindan birisi—bu kisimda incelenecek olan—, ¢ok-
degiskenli ve gergel-degerli fonksiyonlarin optimizasyonudur.

Tanim 2.5.1. V' C R” bir acik kiime, a € V, ve f : V — R bir fonksiyon olsun.

(i) Bir r > 0 sayis1 her x € B,(a) i¢in f(a) < f(x) olacak bigimde varsa, f(a)
degeri f fonksiyonunun bir lokal minimum degeri olarak adlandirilir.

(ii) Bir r > 0 sayis1 her x € B,.(a) igin f(a) > f(x) olacak bi¢imde varsa, f(a)
degeri f fonksiyonunun bir lokal maksimum degeri olarak adlandirilir.

(iii) Bir lokal minimum ya da bir lokal maksimum degeri olan bir f(a) degerine,
f fonksiyonunun bir lokal ekstremum degeri denir.

Aciklama 2.5.2. Bir fonksiyon bir lokal ekstremum degerine sahip olmak zorun-
da degildir: her z € (0,1) igin f(x) := x olarak tammlanan f : (0,1) — R
fonksiyonunun bir lokal ekstremum degeri yoktur.
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Tek-degigkenli bir fonksiyon bir lokal ekstremum degerine sahip oldugu bir
noktada tiirevlenebiliyorsa, bu noktadaki tiirev degeri sifir olmak zorundadir;
¢ok-degigkenli bir fonksiyonun kismi tiirevlerinin ilgili degiskenlere gore bir-
boyutlu tiirevler olduklari hatirlamirsa, bu tip fonksiyonlarin bir ekstremum
degerine sahip olabilmeleri i¢in gerekli olan bir kogulun kolaylikla elde edilebile-
cegi de hemen goriliir.

Lemma 2.5.3. V C R"” bir agik kiime, a € V, ve f : V — R bir fonksiyon olsun.
Eger f fonksiyonunun birinci-mertebeden tim kismi tirevleri a noktasinda varsa
ve f(a) bu fonksiyonun bir lokal ekstremum dejeri ise, bu durumda V f(a) =0
olur.

Kamit. a := (aq,...,ay,) olsun. Hipotezden dolayi, her j = 1,...,n igin, tek-

degiskenli g(t) := f(a1,...,a;-1,¢,aj4+1,...,a,) fonksiyonu ¢ = a; noktasinda
bir lokal ekstremum degerine sahiptir; bu ise, bir-boyutlu teoriden dolay,

of

87]-(3) = ¢'(a;) =0,

yani V f(a) = 0 olmas1 demektir. O

Aciklama 2.5.4. Lemma 2.5.3, f(a) degeri f fonksiyonunun bir lokal ekstre-
mum degeri ise, ya Vf(a) gradyantinin taniml olmadigini—yani, f fonksiyo-
nunun a noktasindaki birinci-mertebeden kismi tiirevlerinden en az birisinin var
olmadigini—ya da, eger tanimliysa, ilgili gradyantin sifir vektoriine esit oldugunu
gosterir. Diger taraftan, yine Lemma 2.5.3 nedeniyle f(a) degerinin bir lokal
ekstremum degeri olabilmesi igin gerekli olan Vf(a) = 0 kosulu, asagidaki
Ornegin gosterdigi gibi, C*°-simifindan fonksiyonlar s6z konusu oldugunda bile
ayni sonuca ulagabilmek icin yeterli bir kogul degildir.

Ornek 2.5.5. Her (z,y) € R? icin f(z,y) := y?> — 22 seklinde tanimlanan
f : R? — R fonksiyonu goz éniine alinsin. Aciklama 2.2.13 nedeniyle, f fonksi-
yonu R? {izerinde C*°-siifindandir; ayn1 zamanda, V f(0) = 0 gergeklenir. Diger
taraftan, her gergel x degeri icin f(z,0) = —2% < 0 = f(0) ve her gergel y degeri
icin £(0,y) = y? > 0 = f(0) oldugundan, f(0) degeri f fonksiyonunun bir lokal
ekstremum degeri degildir.

Ornek 2.5.5’de goz oniine alinan fonksiyonun grafiginin orijindeki davranisi,
agagidaki tanima yol acan motivasyonlardan biridir.

Tanim 2.5.6. V C R” bir agik kiime, a € V, ve f : V — R fonksiyonu a
noktasinda diferansiyellenebilir olsun. Eger V f(a) = 0 ise ve bir rg > 0 sayis
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0 < p < 19 kogulunu saglayan her p gergel sayist igin f(x) < f(a) < f(y)
gergeklenecek bigimde x,y € B,(a) noktalar1 var olacak sekilde bulunabiliyorsa,
a noktasima f fonksiyonunun bir eyer noktas: denir.

§2.3 kisminda tanimlanan ikinci-mertebeden tam diferansiyel kullanilarak,
tek-degiskenli fonksiyonlar icin gecerli olan Ikinci Tiirev Testi’nin bir benzeri
gok-degiskenli fonksiyonlar igin elde edilebilir. Bunun i¢in &énce, bir yardimci
sonug kanitlanacaktir.

Lemma 2.5.7. V C R" bir a¢ik kilme, a € V, ve f : V — R olsun. Ejer f
fonksiyonunun ikinci-mertebeden tiim kismi tirevleri a noktasinda varsa ve her
h # 0 icin D@ f(a;h) > 0 ise, bu durumda bir m > 0 saysi, her x € R™ i¢in

D@ f(a;x) > m ||x|? (2.5.1)
esitsizligi gerceklenecek bicimde bulunur.

Kanat. H := {x € R" | ||x]| = 1} olsun, ve her x € R™ i¢in

n n 3
90x) = D(2 Zzaxkam )i

olarak tamimlansin. Hipotez nedeniyle, g : R — R fonksiyonu R™ \ {0} kiimesi
iizerinde—ve bundan dolayi, H ilizerinde de—siireklidir ve pozitif degerler alir.
Heine-Borel Teoremi'nden dolay1 H kompakt oldugundan, bu, Ekstremum Deger
Teoremi nedeniyle, g fonksiyonunun H iizerinde bir m > 0 minimum degerine
sahip olmasi anlamina gelir.

Asikar olarak, (2.5.1) esitsizligi x = 0 icin saglamir; x # 0 icinse x/||x|| € H
oldugundan, g fonksiyonunun ve m degerinin tanimlar1 nedeniyle,

9(x) x
DO flasx) = S 11 = o (77 ) 11 > m

gergeklenir: (2.5.1) esitsizligi, o halde, her x € R™ i¢in dogrudur. O

Teorem 2.5.8 (Ikinci Tiirev Testi). V kiimesi R™ uzaywman i¢inde a¢ik, a € V,
ve f: V — R fonksiyonu i¢in V f(a) = 0 olsun. Aymi zamanda, [ fonksiyonunun
ikinci-mertebeden tim kismi tirevlerinin V' tizerinde var ve a noktasinda stirekli
olduklary kabul edilsin.

(i) Eger her h # 0 i¢in D f(a;h) > 0 ise, f(a) degeri f fonksiyonunun bir
lokal minimum degeridir.
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(i) Eger her h # 0 icin D@ f(a;h) < 0 ise, f(a) degeri f fonksiyonunun bir
lokal maksimum degeridir.

(iii) Eger D® f(a;h) tam diferansiyeli h € R™ icin hem negatif hem de pozitif
degerler alworsa, a noktasy f fonksiyonunun bir eyer noktasidar.

Kamit. 'V ktimesinin agik oldugu kullamlarak bir 7 > 0 sayisi, B.(a) CV olacak
bigimde alnsmn. Ik olarak, h — 0 i¢in e(h) — 0 olan, ve yeterince kiigiik h
vektorleri igin

fa+h) - f(a) = %D@)f(a; h) + |[h*(h) (2:5.2)

esitligini gergekleyen bir € : B,.(0) — R fonksiyonunun var oldugu gosterilecektir.
£(0) := 0, ve h # 0 olan her h € B,(0) i¢in

fla+h) — f(a) - 30® f(ash)

elh) = e

olarak tanimlansin. Bu durumda, her h € B,.(0) igin (2.5.2) esitligi gergeklenir.
Diger taraftan, h := (hq,..., hy) € B,(0) noktasi sabitlenerek hipotez nedeniyle
dogru olan Vf(a) = 0 kogulu g6z oniine alimirsa, Taylor Formiilii'nden dolayi,
bir ¢ € L(a;a + h) i¢in

flath) ~ f(a) = 5D f(c;h)

yani
flath) — (@)~ 5D flah) = § (D fesh) ~ DO fla )
§Z: (8%8% (C) B 8xj8xk (a)> h]hk
j=1k=1

oldugu goriiliir. Bu ise, her k,j € {1,...,n} icin |hjhi| < ||h||? saglandigindan
ve f fonksiyonunun ikinci-mertebeden tiim kismi tiirevleri a noktasinda siirekli
oldugundan, h — 0 icin

1 n
0< le(h)] < 5 <Z

J=1k

o2 f
83: 83: " 9z.00
J k LjOTk

D

1

n
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olmasi demektir: yani, h — 0 igin e(h) — 0 6zelligi de saglanir. Bdylece, tanim-

lanan ¢ : B,.(0) — R fonksiyonunun istenen ozellikleri sagladigi goriilmiig olur.
Simdi, eger h # 0 icin D® f(a;h) > 0 ise, Lemma 2.5.7 ile verilen (2.5.1)

esitsizligi ve (2.5.2) esitligi nedeniyle, yeterince kiigiik h vektorleri igin

fa+h) = f(@) > (5 +=m) [h)?

gergeklenir; bu ise, m > 0 oldugundan ve h — 0 igin £(h) — 0 saglandigindan,
yeterince kiigiik h vektorleri i¢in f(a+h)— f(a) > 0 olmasi anlamina gelir: diger
bir deyigle, f(a) degeri f fonksiyonunun bir lokal minimum degeridir. Benzer
argiimanlarla, h # 0 i¢cin D® f(a;h) < 0 ise, f(a) degerinin f fonksiyonunun
bir lokal maksimum degeri oldugu da elde edilir. Boylece, (i) ve (ii) dnermeleri
kanitlanmig olur.

Son olarak (iii) ile verilen 6nermeyi kamtlamak igin, h € R™ sabitlenerek
(2.5.2) esitliginin her ¢ € R igin

flath) = f(a) = ¢ (3D flash) + b e(h))

olmasini gerektirdigi gozlemlensin: bu, ¢ — 0 igin £(th) — 0 oldugundan, yete-
rince kiiciik ¢ sayilar icin, f(a + th) — f(a) ve D f(a;h) degerlerinin aym
isaretli olmalar1 demektir; diger bir deyisle, eger D(® f(a;h) tam diferansiyeli
h vektorii degisirken hem negatif hem de pozitif degerler aliyorsa, a noktas1 f
fonksiyonunun bir eyer noktasidir. O

Acgiklama 2.5.9. Teorem 2.5.8’deki ikinci-mertebeden tam diferansiyelin gercek-
ledigi kesin esitsizlikler zayiflatilamaz. D) f(a;h) < 0 kosulunu saglayan, fakat
f(a) degerinin f fonksiyonunun bir lokal minimum degeri ya da a noktasimin
f fonksiyonunun bir eyer noktasi oldugu fonksiyonlar vardir: 6rnegin, f(0,0)
degeri f(z,y) := x* +y? fonksiyonunun bir lokal minimum degeri, (0, 0) noktasi
g(z,y) := 2 + y? fonksiyonunun bir eyer noktasidir.

Genel olarak, D@ f (a;h) tam diferansiyelinin igaretini belirlemek pratikte
kolay degildir. Iki-boyutlu Oklidyen uzaylar iizerinde tanimh fonksiyonlar icin,
D® f(a;h) tam diferansiyeli bir kuadratik formdur: yani, A, B, C gercel
sayilar olmak iizere, Ah?+2Bhk+Ck? yapisindadir. Kuadratik formlarin isaret-
leri ise, diskriminantlan olarak adlandirilan D := B? — AC' degeri yardimiyla,
agsagidaki yardimer sonucun gosterdigi gibi, tamamen belirlenir.

Lemma 2.5.10. A, B, C gercel sayplar, D := B?> — AC, ve
é(h, k) := Ah® + 2Bhk + Ck?
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olsun.
(i) Eger D <0 ise, A ve (h,k) # (0,0) igin ¢(h, k) ayne isaretlidir.

(ii) Eger D > 0 ise, (h, k) ikilileri R? dizerinde degistiginde ¢(h, k) hem negatif
hem de pozitif degerler alur.

Kanit. (1) D < 0 olsun. Bu durumda A # 0 gergeklenir ve A¢(h, k) ifadesi,
A¢(h, k) = A%h® + 2ABhk 4+ ACK?* = (Ah + Bk)? + | D|k?

seklinde iki-kare-toplami olur. A # 0 # D oldugundan, o hélde, bu iki kare
saymin en az birisi her (h,k) # (0,0) igin pozitif olmahdir: dolayisiyla, A ve
(h, k) # (0,0) igin ¢(h, k) ayn1 igaretlidir.

(ii) D > 0 olsun. Bu durumda ya A # 0 ya da B # 0 olmalidur.

Eger A # 0 ise, Ag(h, k) ifadesi

A¢(h, k) = (Ah + Bk — V' Dk)(Ah + Bk + vV Dk)

seklinde iki-kare-farki olur. Ah + Bk — VDk = 0 ve Ah + Bk + vVDk = 0
dogrular1 hk-diizlemini dort agik bolgeye ayirdigindan ve A¢(h, k) ifadesi bu
bolgelerin ikisinin iizerinde pozitif ve diger ikisinin tizerinde negatif oldugundan,
o halde, (h,k) ikilileri R? {izerinde degistiginde ¢(h, k) ifadesinin hem negatif
hem de pozitif degerler almasi1 gerektigi sonucuna ulagilir.

Eger A =0 ve B # 0 ise, bu durumda

o(h, k) = 2Bhk + Ck* = (2Bh + Ck)k

olur. B # 0 oldugundan, 2Bh + Ck = 0 ve k = 0 dogrular1 hk-diizlemini dort
acik bolgeye ayirir. Bu ise, bir 6nceki durumda kullanilan argiiman nedeniyle,
(h, k) ikilileri R? iizerinde degistiginde ¢(h,k) ifadesinin hem negatif hem de
pozitif degerler almas1 anlamina gelir. O

Lemma 2.5.10 yardimiyla, iki-degiskenli fonksiyonlar i¢in Ikinci Tiirev Testi
kolaylikla kullanilabilir bir gekilde ifade edilebilir.

Sonug 2.5.11. V C R? bir agk kiime, (a,b) € V, ve f : V. — R fonksiyonu
i¢in V f(a,b) = 0 olsun. Ayni zamanda, [ fonksiyonunun ikinci-mertebeden tim
kismi tirevlerinin V dzerinde var ve (a,b) noktasinda strekli olduklar kabul
edilsin.

D = fiy(a’ b) - fx$(aa b)fyy<a’ b)

alinsin.
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(i) Eger D < 0 ve fyz(a,b) > 0 ise, f(a,b) dejeri f fonksiyonunun bir lokal
minimum degeridir.

(ii) Eger D < 0 ve fyy(a,b) <0 ise, f(a,b) dejeri f fonksiyonunun bir lokal
maksimum degeridir.

(iii) Eger D > 0 ise, (a,b) noktasy f fonksiyonunun bir eyer noktasidur.

Kamt. A := frz(a,b), B = fyy(a,b), ve C := fyy(a,b) alarak Teorem 2.5.8 ve
Lemma 2.5.10’u kullanmak yeterlidir. O

Acgiklama 2.5.12. Eger D = 0 ise, Sonug 2.5.11 ilgili nokta hakkinda bir bilgi
vermez: Agiklama 2.5.9’daki f ve g fonksiyonlarimin ikisi i¢in de (0, 0) noktasinda
D = 0 olur.

Lokal ekstremum degerler, bir fonksiyonun bir noktanin ‘yakiminda’ aldig en
biiylik ve en kiigiik degerlerdir; bu tiirden degerler, tanimli oldugu kiimenin
tamaminin tizerinde de bir fonksiyon tarafindan alimabilir.

Tanim 2.5.13. R” uzayimnin a noktasini igeren bir alt-kiimesi V', ve f: V — R
bir fonksiyon olsun.

(i) Eger her x € V igin f(a) < f(x) ise, f(a) degeri f fonksiyonunun bir
mutlak minimum degeri olarak adlandirilir.

(ii) Eger her x € V i¢in f(a) > f(x) ise, f(a) degeri f fonksiyonunun bir
mutlak maksimum degeri olarak adlandirilir.

(iii) Bir mutlak minimum ya da bir mutlak maksimum degeri olan bir f(a)
degerine, f fonksiyonunun bir mutlak ekstremum degeri denir.

Acgiklama 2.5.14. Tamm 2.5.1 ve Tamim 2.5.13 karsilagtirilirsa, bir mutlak
ekstremum degerinin bir lokal ekstremum degeri oldugu goriiliir; bir lokal eks-
tremum degeri ise, genel olarak, bir mutlak ekstremum degeri olmak zorunda
degildir: her z € R i¢in f(z) := 3z — 23 olarak tammlanan f : R — R fonksiyonu
i¢in f(—1) ve f(1) degerleri, sirasiyla, bir lokal minimum ve bir lokal maksimum
degeridir; ancak bunlar f fonksiyonunun mutlak ekstremum degerleri degildir.

Ekstremum Deger Teoremi’nden dolay1, Oklidyen bir uzaym bos-olmayan ve
kompakt bir H alt-kiimesi {izerinde siirekli olan gergel-degerli bir f fonksiyo-
nunun mutlak ekstremum degerleri vardir, ve bu degerler f fonksiyonu tarafin-
dan aliner: yani,

f(a)=sup f(x)  ve  f(b)= inf f(x)

xEH xeH
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gerceklenecek bicimde a,b € H noktalar1 bulunur. Tki-degiskenli fonksiyon-
lar icin bu noktalar, baz1 durumlarda, Lemma 2.5.3 ile bir-boyutlu teorinin
teknikleri birlikte kullanilarak elde edilebilir.

Ornek 2.5.15. H := B,((0,0)) iizerinde, f(z,y) := 2% — x4+ y> — 2y fonksiyonu
g6z O6niine alinsin. §1.5, Problem 4 nedeniyle f fonksiyonu siirekli ve Heine-Borel
Teoremi’nden dolay1 H kiimesi kompakt oldugundan, Ekstremum Deger Teo-
remi’'nden dolay1 f fonksiyonu H {izerindeki mutlak ekstremum degerlerini alir.
Lemma 2.5.37in verdigi fikir kullanilarak V f (z, y) = (0, 0) denklemi ¢oziildigiin-
de, (z,y) = (1/2,1) olarak elde edilir; bu ise, (1/2,1) ¢ H° oldugundan, f
fonksiyonunun mutlak ekstremum degerlerinin 0 H {izerindeki noktalarda alindik-
lar1 anlamina gelir. Simdi,

OH = {(z,y) € R* | 22 +3* =1} = {(cosf,sinf) | 0 < 0§ < 27}
oldugu gozlemlenir ve [0, 27) aralig1 {izerinde tanimh
h(0) := f(cos@,sinf) =1 — cosf — 2sinf

fonksiyonu goz oniine alinirsa, h'(6) = 0 olmasinin tan f = 2, yani 0 := arctan 2
ya da 6 := arctan2 4+ 7 olmasiyla miimkiin olacag1 goriilir. Bu ise, h”(6)
degerlerinin igaretleri incelendiginde ve h(0) = f(1,0) = 1 oldugu gbz Oniine
alindiginda, = arctan2 degerine kargilik gelen (1/v/5,2/4/5) noktasinda al-
nan f(1/v/5,2/v/5) = 1 — /5 degerinin f fonksiyonunun H iizerindeki mutlak
minimum degeri, § = arctan2 + 7 degerine karsilik gelen (—1/v/5, —2/v/5) nok-
tasinda alman f(—1/v/5,—2/v/5) = 1 + /5 degerinin ise f fonksiyonunun H
iizerindeki mutlak maksimum degeri olmasi demektir.

Ekstremum Deger Teoremi, Oklidyen bir uzaym kompakt—yani, Heine-Borel
teoremi nedeniyle, kapali ve sinirli—bir alt-kiimesi {izerinde tanimli fonksiyonlar
icin gecerlidir; gz Oniline alinan kiime kapali ya da sinirh degilse, ad1 gegen teo-
rem bdyle bir kiime {izerinde tanimh siirekli bir fonksiyonun mutlak ekstremum
degerlerinin varligi hakkinda bir bilgi vermez. Yine de, Ekstremum Deger Teo-
remi uygun bigimde kullanilarak, pratikte karsilagilabilecek kompakt olmayan
bazi kiimeler iizerinde tanmimli siirekli fonksiyonlar i¢in gegerli olan bir sonug
elde edilebilir.

Teorem 2.5.16. V C R" sinwrle olmayan ve kapaly bir kiime, ve f : V — R
strekli olsun.

(i) Eger V dzerinden (x| — oo i¢in f(x) — oo ise, f fonksiyonu bir mut-

lak minimum degerine sahiptir fakat bir mutlak maksimum degerine sahip
degildir.
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(il) Eger V dzerinden ||x|| — oo igin f(x) — 0 ise ve f(x0) > 0 olacak bigimde
bir xo € V noktast varsa, f fonksiyonu bir mutlak maksimum degerine
sahiptir.

(i) EgerV dzerinden ||x|| — oo igin f(x) — 0 ise ve f(xg) < 0 olacak bigimde
bir xo € V noktasy varsa, f fonksiyonu bir mutlak minimum degerine
sahiptir.

Kanat. Eger V iizerinden |x| — oo igin f(x) — oo ise, tamm geregince, f
fonksiyonu bir mutlak maksimum degerine sahip degildir. Diger taraftan, bir
xo € V noktas: sabitlenerek Vp := {x € V| f(x) < f(x0)} olarak tamimlanirsa,
(=00, f(x0)] aralig R i¢inde kapali ve f fonksiyonu V iizerinde siirekli oldugun-
dan, §1.6, Problem 3 nedeniyle, Vo = f~1((—o0, f(x0)]) NV kiimesi R" i¢inde
kapali olur. Ayni zamanda, V {izerinden ||x|| — oo igin f(x) — oo oldugundan,
Ix|| degerleri yeterince biiyiik iken f(x) > f(xq) gerceklenir: yani, V; kiimesi
stirhidir. Kapali ve sinirli olan Vg kiimesi Heine-Borel Teoremi’nden dolay1 kom-
pakt oldugundan, o hélde, Ekstremum Deger Teoremi nedeniyle, siirekli olan f
fonksiyonunun, a € Vj olmak tizere, Vj kiimesi iizerinde bir f(a) mutlak mini-
mum degeri vardir. Bu ise, her x € VN 1} i¢in f(x) > f(x0) > f(a) oldugundan,
f(a) degerinin f fonksiyonunun V iizerindeki mutlak minimum degeri olmasi an-
lamina gelir. Boylece (i) kanitlanmig olur.

(ii) igin f(xo) > 0ise Vp :={x € V' | f(x) > f(x0)} kiimesini g6z oniine alarak
(i) kismindakine benzer argiimanlar igletmek, (iii) iginse —f fonksiyonunu goz
oniine alarak (ii)’yi kullanmak yeterlidir. O

Ornek 2.5.17. V := {(z,y) € R? | 2 >0, y > 0} olmak fizere, V iizerinde

x
22+ (y—1)2+4

f(@,y) =

fonksiyonu goz 6niine almsin. Bu durumda V kiimesi kapalidir. Ayn1 zamanda,
her (z,y) € V igin f(z,y) > 0 ve her y > 0 i¢in f(0,y) = 0 oldugundan, f
fonksiyonu y-ekseninin {izerindeki her noktada mutlak minimum degerine sahip-
tir. Diger taraftan, f(wz,y) degerleri 71 ve (y — 1)~2 degerlerinin kiiciik olanin-
dan biiyiik olmadigindan, V' {izerinden ||(z,y)| — oo i¢in f(z,y) — 0 olur.
Apagik gergekler olan her z > 0 i¢in f(z,y) > 0 esitsizliginin saglanmasi ve f
fonksiyonunun siirekli olmasi, o halde, Teorem 2.5.16 (ii)’nin uygulanabilmesi
anlamina gelir: yani, f fonksiyonunun V iizerinde bir mutlak maksimum degeri
de vardir, ve bu deger ya V° kiimesinin ya da pozitif z-ekseninin lizerinde alin-
mak zorundadir. Simdi, Lemma 2.5.3 goz oniine alinarak, Vf(z,y) = 0 denk-
leminin V° kiimesi iizerindeki ¢oziimii (2, 1) olarak elde edilir. Ote yandan, po-
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zitif z-ekseni iizerine kisitlanan tek-degiskenli f(z,0) = x/(2? + 5) fonksiyonu
kullanilarak % f(z,0) = 0 denkleminin c¢oziimleri olarak z = ++/5 bulunur:
bu durumda da V kiimesinde kalan z = /5 gbz oniine alinmalidir. O héalde,
f(V/5,0) = /5/10 < 1/4 = f(2,1) oldugundan, f fonksiyonunun V iizerindeki
mutlak maksimum degerinin, (2,1) noktasinda alman, 1/4 oldugu sonucuna
ulagilir.

Bu kisimda son olarak, fonksiyonlarin, belirli kisitlamalar altindaki ekstremum
degerleri incelenecektir.

Tanim 2.5.18. V C R” bir agik kiime, a € V, f : V' — R bir fonksiyon, ve her
j=1,...,migin g; : V — R bir fonksiyon olsun.

(i) Eger bir p > 0 sayis;, x € B,(a) ve her j = 1,...,m igin gj(x) = 0
olmasi f(a) < f(x) olmasm gerektirecek bigimde varsa, f(a) degerine,
j=1,...,mi¢in g;j(a) = 0 kisetlamalars altinda f fonksiyonunun bir
lokal minimum degeri denir.

(ii) Eger bir p > 0 says;, x € By(a) ve her j = 1,...,m i¢in gj(x) = 0
olmasi f(a) > f(x) olmasim gerektirecek bigimde varsa, f(a) degerine,
j=1,...,micin g;j(a) = 0 kesetlamalars altinda f fonksiyonunun bir
lokal maksimum degeri denir.

(i) j = 1,...,m i¢in g;(a) = 0 kisitlamalar1 altinda f fonksiyonunun bir
lokal minimum ya da bir lokal maksimum degeri olan bir f(a) degerine,
j=1,...,micin g;j(a) = 0 kesetlamalars altinda f fonksiyonunun bir

lokal ekstremum degeri denir.

Ornek 2.5.19. 22 + 2% + 322 = 1 elipsoidinin iizerindeki, orijine en yakin ve
en uzak olan noktalar1 belirleme problemi géz 6niine alinsin. Bu durumda iste-
nen, g(z,y,z2) := x? + 2y% + 322 — 1 = 0 kisitlamas1 altinda, /(22 + 32 + 22)
uzakliginin, ya da buna denk olarak f(z,y,z2) := x2 + y? + 2% fonksiyonunun,
ekstremum degerleridir. g bagintisiyla verilen elipsoid kapali ve sinirli, yani kom-
pakt, ve bir polinom olan f fonksiyonu siirekli oldugundan, Ekstremum Deger
Teoremi’'nden, aranan ekstremum degerler mutlak olarak vardir. g kullanilarak
f fonksiyonunun x degiskeni elenirse, bu fonksiyonun ¢(y, z) := 1 — y? — 222 for-
muna indirgendigi goriiliir. Buradan, Lemma 2.5.3 goz oniine alinip Vé(y, z) = 0
denklemi ¢oziilerek, (y, z) = (0,0), yani 22 = 1 bulunur; dolayisiyla, x degiskeni-
nin elenmesi sonucunda (+1,0,0) noktalar1 elde edilmig olur. Benzer bigimde,
y degiskeninin elenmesi sonucunda (0,+1/1/2,0) ve z degiskeninin elenmesi
sonucunda (0,0, 41/+/3) noktalar1 elde edilir. Boylece, elde edilen bu noktalar
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uzaklik formiiliinde yerine konulup elde edilen degerler kargilagtirilarak, 1/ V3
mesafesindeki (0,0, 41/y/3) noktalarinim orijine en yakin noktalar, 1 mesafesin-
deki (£1,0,0) noktalarimn ise orijine en uzak noktalar olduklar1 goriiliir.

Belirli kisitlamalar altinda verilen bir ekstremum deger problemini—Ornek
2.5.19’da oldugu gibi—baz1 degiskenleri eleyerek ¢ézme islemi, dogrudan ¢ézim
yontemi olarak adlandirilir. Ancak, verilen kisitlamalar nispeten basit olmadikga,
dogrudan ¢oziim yontemini kullanmak her zaman miimkiin degildir. Lagrange
yontems adi verilen agagidaki 6nemli sonug, bu tiirden problemlerde her durum
i¢in gegerli ve ¢ok kullanigh olan bir geometrik metodu énerir.

Teorem 2.5.20 (Lagrange Carpanlari). V' kimesi R™ uzayinin iginde agik,
m<mn, f:V — R fonksiyonu V dzerinde stirekli-diferansiyellenebilir, ve her
j=1,...,micin g; : V — R fonksiyonu V dizerinde stirekli-diferansiyellenebilir
olsun. Aymi zamanda, bir a € V igin

5(91a e 7gm)
8(x1,...,xm) (a) 7& 0

oldugu kabul edilsin. Eger f(a) degeri, k =1,...,m i¢in gp(a) = 0 ksitlamalar:
altinda f fonksiyonunun bir lokal ekstremum degeri ise, bu durumda

Vi@ + > MVgr(a) =0 (2.5.3)

k=1
olacak bicimde A1, ..., Ay, skalerleri vardar.

Kanat. (2.5.3) esitligi, m adet Aq,..., A, bilinmeyeninden ve her j = 1,...,n
igin

— gk of
ey —(a) = —5—(a) (2.5-4)
];1 81:j 6$j
esitligi ile verilen n adet denklemden olugan bir sistemdir. Sadece 7 =1,...,m

indisleri goz éniine alindiginda, hipotezden dolay1, (2.5.4) lineer sisteminin kat-
sayilar matrisinin determinantinin sifir olmadigy goriiliir; yani, Ay degerleri (2.5.4)
sisteminin ilk m adet denklemi tarafindan tek tiirlii belirlenir. Gosterilmesi
gereken, o halde, bu A\, degerlerinin (2.5.4) sistemini j = m + 1,...,n indis-
leri igin de sagladiklaridur.

p := n — m olsun. Kapali Fonksiyon Teoremi’nin kanitindaki notasyon kul-
lanilarak, R™ 1P uzaymdaki vektorler

X = (Y5t) = (yla"'7ymat1a"'?tp)
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olarak yazilsm. g := (g1, ..., gm) olsun, ve a = (yo, to) olacak bi¢imde yo € R™
ve tg € R? noktalar: segilsin. Bu durumda, kanit1 tamamlamak igin,

5’9k
atg a) + Z T (2.5.5)

esitliginin her £ = 1,...,p i¢in saglandigi gosterilmelidir. Hipotezden dolayi,
g(¥o,to) = 0 gergeklenir ve g fonksiyonunun y; degigkenlerine gére Jacobi de-
terminant1 (yo,to) noktasinda sifir olmaz. Dolayisiyla, Kapali Fonksiyon Teo-
remi’nden, tg noktasi iceren bir agik W C RP kiimesi ve W {iizerinde siirekli-
diferansiyellenebilir olan bir h : W — R™ fonksiyonu, h(tg) = yo, ve her t € W
icin

g(h(t),t) = 0 (2.5.6)

olacak bicimde vardir.
Herte Wvek=1,...,m icin,

Gi(t) := gr(h(t), t) ve F(t):= f(h(t),t)

olsun: bu fonksiyonlar, (2.5.5) esitligini £ = 1,...,p i¢in dogrulamak amaciyla
kullamlacaktir. Bir £ € {1,...,p} sabitlensin. (2.5.6) nedeniyle, her Gy, fonksiyo-
nu W {izerinde 6zdeg olarak sifirdir, ve bundan dolay1 aym yerde tiirevi de
sifir olur. tg € W ve (h(to),to) = (yo,to) = a oldugundan, Zincir Kurali kul-
lanilarak,

t t
8t1( o) ot, at, (b0
3gk 3gk :| 8h 8hm
O n — DG t = | —— PN t e t
1x k(to) 8331( a) (%cn( a) ot ——(to) o, (to)
1 0
L 0 ’ 1 -
elde edilir. Boylece, DG (tg) vektoriintin £’inci bilegeninin, k = 1,...,m igin,

_y 9o 99k
0= Za% atg (t0) + 5 (@) (2.5.7)
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esitligiyle verildigi goriiliir. (2.5.7) esitligi Ay skalerleriyle ¢arpilip toplanarak,

0= 3 T n @) + 30

— ’“axj at@ “ar, @
sonucuna ulagilir; bu ise, (2.5.4) goz oniine alindiginda,

5f 3gk
0= 2 ax ﬁtg to + Z )\k (2.5.8)
olmasi demektir.

Simdi, f(a) degerinin, g(a) = 0 kisitlamalar1 altinda f fonksiyonunun bir lokal
maksimum degeri oldugu kabul edilsin (f(a) degerinin aym kisitlamalar altinda
f fonksiyonunun bir lokal minimum degeri oldugu durumun ispati benzerdir).
Ey := {x € V| g(x) = 0} olarak alinsin, ve a merkezli ve n-boyutlu bir B(a)
acik topu,

x € B(a) N Ep oldugunda f(x) < f(a) (2.5.9)

gerceklenecek bicimde segilsin. h fonksiyonunun siirekli oldugu kullanilarak da,
t € B(tg) olmasi (h(t),t) € B(a) olmasim gerektirecek bicimde to merkezli
ve p-boyutlu bir B(tg) agik topu géz 6niine alinsin. Boylece, (2.5.9) nedeniyle,
F(tg) degerinin F' fonksiyonunun B(tg) tizerindeki bir lokal maksimum degeri
oldugu goriiliir; yani, Lemma 2.5.3 sebebiyle, VF(to) = 0 olur. Diger taraftan,
Zincir Kurali (2.5.7) esitliginin elde edildigi durumdaki gibi kullamlarak,

3h af
; 8353 8tg to) + 61&@( a) (2.5.10)

olarak bulunur. Bu ise, (2.5.10) ve (2.5.8) esitlikleri toplandiginda, istenen
of Zm 99k
0 = — )\ —_—
Oty (a) + — b Oty (a)

sonucuna ulagtirir. O
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Ornek 2.5.21. 2 —y = 1 ve y? — 22 = 1 kisitlamalan altinda, 22 + 3> + 22
ifadesinin ekstremum degerlerini bulma problemi g6z o6niine alinsin. Bu du-
rumda, f(z,y,2) = 22 +y%2+22, g(z,y,2) = x—y—1,ve h(z,y, 2) := y>— 2% -1
olarak tanimlanirsa, (2.5.3) esitligi Vf+AVg+puVh = 0 formuna doniisiir, yani

(22, 2y,22) + A(1, —1,0) + (0, 2y, —22) = (0,0,0)

olur; bu ise, 2z + A =0, 2y +2uy — A = 0, ve 2z — 2uz = 0 olmasi demektir. Bu
son denklemden, y =1 ya da z = 0 oldugu goriiliir.

Eger =1 ise, A = 4y olur. 2z + A = 0 oldugundan, o halde, x = —2y olarak
elde edilir. Diger taraftan, g = 0 egitliginden —3y = 1, yani y = —1/3 olarak
bulunur; bu deger h = 0 denkleminde yerine konuldugunda ise, gergeklenmesi
miimkiin olmayan, z? = —8/9 sonucuna ulagilir.

Eger z = 0 ise, h = 0 denkleminden y = £1 degerleri elde edilir. Boylece,
g = 0 oldugundan, y = 1 iken x = 2 ve y = —1 iken z = 0 olarak elde edilir.
Sonug olarak, g = 0 = h kisitlamalar: altinda f fonksiyonunun lokal ekstremum
degerlerinin f(2,1,0) = 5 ve f(0,—1,0) = 1 olabilecekleri sonucuna ulagilir.
Simdi, z — y = 1 diizleminin ve y? — 22 = 1 hiperbolik silindirinin arakesit
egrisini gosteren ve siurh olmayip kapali olan kiime tizerinden ||(z,y, z)|| — oo
i¢cin f(x,y,2) — oo oldugundan, Teorem 2.5.16 (i) nedeniyle, siirekli olan f
fonksiyonu verilen kisitlamalar altinda bir mutlak minimum degerine sahiptir
fakat bir maksimum degerine sahip degildir. O héalde, elde edilen iki lokal mini-
mum degerden (0, —1,0) noktasinda alinan 1, verilen kisitlamalar altinda, goz
oniine alinan ifadenin mutlak minimum degeridir.

Problemler

1. Asgagidaki fonksiyonlarin lokal ekstremum degerlerini bulunuz ve siniflandiriniz; eger
varsa, eyer noktalarini belirleyiniz:

(a) f(z,y) ==2? —ay +y° —y; (b) f(@,y) =2y (2 -z —y);
(c) f(z,y) := ax® + bry + cy?, a # 0,02 —dac #0; (d) f(z,y) = s1nx+cosy,

() f(w,y) :=a/x +b/y +ay, a,b#0; () fz,y) == (I— D)(a? —y?);
(8) f(z,y) = (207 + y?)e "~V (h) f(z,y) == y* — 3a?y;

() f(z,y,2) i=ayz(d -z —y — 2); () f(z,y,2) ="V cosz.

2. Asagidaki f fonksiyonlarimin verilen H kiimeleri tizerindeki mutlak ekstremum deger-
lerini bulunuz:

(@) f(z,) = 2% + 20— y? ve H i= {(z,y) € R | a® + 4> < 4};

(b) f(z,y) =23 + 32y —y3 ve H :=[-1,1] x [-1,1];

(c) f(z,y) := x2 + 22y + 3y% ve H, koseleri (1,0), (1,2), ve (3,0) noktalar1 olan
liggenle sinirlanan bolge.
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3. Asagidaki her durum igin, Lagrange yontemini kullanarak, verilen kisitlamalar altinda
f fonksiyonunun tim ekstremum degerlerini bulunuz:

(a) 22 +y? = 4 kisitlamasi altinda, f(z,y) := = + y?;

(b) z2 + y? = 1 kisitlamasi altinda, f(z,y) := x2 — 4wy + 4y?;
(c)

(d)

22 +y%2 + 22 =1 ve 2 +y + 2z = 0 kisitlamalan altinda, f(z,vy, 2) := zy;
322 +y 4423 = 1 ve —2% + 32* + w = 0 kisitlamalan altinda, f(z,y,z,w) :=
3r+y+ w.

4. £ : R" — R™ fonksiyonu a € R" noktasinda ve g : R™ — R fonksiyonu b := f(a)
noktasinda diferansiyellenebilir olsun. Eger g(b) degeri g fonksiyonunun bir lokal eks-
tremum degeri ise, V(g o f)(a) = 0 oldugunu gosteriniz.

5. V C R? bir agik kiime, (a,b) € V, ve V {izerinde ikinci-mertebeden kismi tiirevleri
var olan f : V — R fonksiyonu i¢in fz(a,b) = fy(a,b) = 0 olsun. Eger f fonksiyo-
nunun ikinci-mertebeden kismi tiirevleri (a, b) noktasinda siirekli ve fzz(a,b), fzy(a,b),
fyy(a, b) degerlerinden herhangi ikisi sifir ise, (a,b) noktasinin f fonksiyonunun bir eyer
noktas: olmasi igin fry(a,b) # 0 olmasimin gerekli ve yeterli oldugunu kamtlayimz.

6. V C R™ bir agik kiime, (a,b) € V, ve f: V — R fonksiyonu V iizerinde C2-sinifindan
olsun. Eger f(a) degeri f fonksiyonunun bir lokal minimum degeri ise, her h € R™ i¢in
D® f(a;h) > 0 oldugunu ispatlayiniz.

7. a,b,c, D, E gercel sayilar ve ¢ # 0 olsun.

(a) Eger DE > 0 ise, z = Dz? + Ey? kisitlamasi altinda ax + by + cz ifadesinin tiim
ekstremum degerlerini belirleyiniz; ¢D < 0 ise bir maksimum degerinin, cD > 0
ise bir minimum degerinin var oldugunu kantlayimiz.

(b) (a) kismindaki problemi, DE < 0 olmas1 durumunda goz 6niine aliniz.
8. (a) f,g:R3 — R fonksiyonlari bir (a, b, c) € R? noktasinda diferansiyellenebilir olsun

ve, k bir sabit olmak lizere, f(a,b,c) degerinin g(z,y, z) = k kisitlamas: altinda f
fonksiyonunun bir lokal ekstremum degeri oldugu varsayilsin. Bu durumda,

L (a,b0) 22 (a0,0) — T (00,0 5 (0,6,0) = 0
e P P P P
a—i(a,b,c)@—i(a,b,c) - a—ﬁ(a,b,c)a—gg/(a,b,c) =0

oldugunu gosteriniz.

(b) (a) kismim kullanarak, zyz = 16 kisitlamas: altinda f(z,y, ) := 4zy + 2zz + 2yz
fonksiyonunun tiim ekstremum degerlerini belirleyiniz.

9. (a) p>1olsun. x := (z1,...,z,) olmak lizere, Z:zl |zk|P = 1 kisitlamas: altinda
f(x):= ZZ:l cci fonksiyonunun tiim ekstremum degerlerini bulunuz.

(b) Her z1,...,2n € R,n €N, ve 1 < p <2 igin,

1 n 1/p n 1/2 n 1/p
meEsyen) <Z '”“) < <Z xi) < <Z mp)
k=1 k=1

k=1

oldugunu gosteriniz.
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(c) Eger (zk)ren gergel sayilar dizisi igin Zzozl |zg| < oo ise,
oo 172
§ : 2
T < o0
k=1
oldugunu ispatlayiniz.

10. A matrisi (n X n)-boyutlu bir simetrik matris, ve her x € R" igin f(x) := (Ax)-x olsun.
f fonksiyonunun {x € R™ | ||x|| = 1} birim kiiresi tizerindeki mutlak minimum ve mut-
lak maksimum degerlerinin, A matrisinin, sirasiyla, en kii¢iik ve en biiyiik 6zdegerleri
olduklarinm ispatlayiniz.
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liggen egitsizlikleri, 3

vektor, 1
birim —, 75
egit —ler, 1
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Dizin
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sifir —, 1
—el carpim, 8

Weierstrass M-testi, 57

yakinsak dizi, 18
yakinsama, 33

diizgiin —, 47
yaricap, 4, ayrica bkz. acik top
yay-baglantili, 46
yigilma noktasi, 26, 33
yonlendirilmig tiirev, 75

Zincir Kurali, 72
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